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第4章 线性控制系统的数学模型

主讲：修贤超

控制系统计算机辅助设计



线性系统的数学模型

 4.1 线性连续系统模型及MATLAB表示
 4.2 线性离散时间系统的数学模型

 4.3 线性模型的相互转换

 4.4 方框图描述系统的化简

 4.5 线性系统的模型降阶

 4.6 线性系统的模型辨识



系统数学模型的分类

 传递函数、状态方程、时间延迟、采样周期

系统  
模型 单变量

混合

连续

离散
多变量

非线性

定常线性

时变



例4-1 电路的数学模型
 RLC电路的微分方程模型
Kirchhoff定律

变换成单一的微分方程



线性连续系统模型及MATLAB表示

 线性系统的常系数线性常微分方程模型

 n为阶次,          为常数,           物理可实现

 线性定常系统 LTI（linear time invariant）
线性时不变模型、  LTI模型



传递函数的理论基础 ——Laplace变换

Pierre-Simon Laplace  (1749- 1827)
法国数学家 Laplace变换 t 域到 s域
 定义
  

 Laplace变换的一条重要性质
   若
   则



微分方程到传递函数转换举例
 RLC电路的微分方程

RLC电路的微分方程

Laplace变换



传递函数的MATLAB表示

 传递函数即放大倍数 G(s)=Y(s)/U(s)
 传递函数的一般表示

 传递函数的输入方法



传递函数的MATLAB表示

 传递函数即放大倍数 G(s)=Y(s)/U(s)
 传递函数的一般表示

 传递函数的输入方法



例4-2 传递函数输入举例
 传递函数模型
数学模型

MATLAB输入语句 

 在MATLAB环境中建立一个变量 G



例4-3 另外一种传递函数输入方法

 如何处理如下的传递函数？

 定义算子                  ，再输入传递函数

 应该根据给出传递函数形式选择输入方法



例4-4 复杂传递函数的输入

 输入混合运算的传递函数模型

       显然用第一种方法麻烦，所以

 不同方法有不同的适用范围



MATLAB的传递函数对象
 传递函数对象属性：新版本  get(tf) 



例4-5 传递函数属性修改
 延迟传递函数              ，即 =3

 若假设复域变量为 p，则

 直接赋值方法



多变量系统传递函数矩阵模型

 传递函数矩阵

          为第 i 输出对第 j 输入的传递函数

 可以先定义子传递函数，再由矩阵定义 G(s)



例4-6 多变量模型

 多变量传递函数矩阵模型

 输入方法



另一种输入方法

 先输入各个子传递函数

 再按普通矩阵输入的方法输入传递函数矩阵



传递函数参数提取

 由于使用单元数组，直接用 G.num 不行

 有两种方法可以提取参数

 这样定义的优点：可以直接描述多变量系统
第 i 输出对第 j 输入的传递函数



例4-8 状态方程举例
 例4-1的RLC电路模型

 选择



线性系统的状态方程模型
 非线性状态方程模型

 状态方程的重要元素
状态变量     ， 阶次 n ，输入和输出
非线性函数： 
一般非线性系统的状态方程描述

 状态方程模型是微分方程的一种表现形式



线性状态方程

 一般线性状态方程模型
数学形式

时变状态方程

 线性时不变模型 (linear time invariant, LTI)



常规状态方程的局限性

 一些特殊线性模型不存在状态方程
如果物理不可实现
严格正则系统的逆系统

 需要引入下面的方程，称为描述符系统

对物理可实现系统而言， E 为单位矩阵
这种模型是MATLAB下的标准状态方程模型



线性时不变模型的MATLAB描述

 MATLAB 输入方法

系数矩阵 A 矩阵是方程，为 n ×n 矩阵
 B 为 n × p 矩阵，C 为 q ×n 矩阵， D 为 q× p 矩阵
可以直接处理多变量模型
给出(A,B,C,D)矩阵即可

 注意维数的兼容性



例4-9 状态方程的输入

 状态方程模型

 MATLAB 模型输入



带时间延迟的状态方程

 数学模型

 MATLAB输入语句

 其他延迟属性：ioDelay



带有内部延迟的状态方程
 框图描述，更一般的状态方程模型



数学模型与输入方法
 数学描述

其中

MATLAB 输入方法

v(t) , u(t)为内部信号，提取模型

内部延迟



线性系统的零极点模型

 零极点模型是因式型传递函数模型

零点 zi、极点 pi 和增益 K

 零极点模型的MATLAB表示



例4-10 零极点模型的输入

 已知零极点模型

MATLAB 输入方法

另一种输入方法



线性系统的数学模型

 4.1 线性连续系统模型及MATLAB表示

 4.2 线性离散时间系统的数学模型
 4.3 线性模型的相互转换

 4.4 方框图描述系统的化简

 4.5 线性系统的模型降阶

 4.6 线性系统的模型辨识



离散系统的差分方程模型

 差分方程表示

 z变换



离散传递函数模型

 数学表示 （z 变换代替Laplace变换）

 MATLAB表示（采样周期T）

 算子输入方法：



例4-8 离散传递函数输入
离散传递函数，采样周期 T=0.1

 MATLAB输入方法

 另一种输入方法



离散延迟系统与输入

 数学模型

延迟为采样周期的整数倍 dT
MATLAB输入方法



滤波器型描述方法

 滤波器型离散模型

分子、分母除以
记              ，则



例4-9 零极点模型输入

 零极点型模型可以用zpk函数输入

 零极点型传递函数，T=0.1

MATLAB输入方法

本例有复数极点，不适合用方法



离散状态方程模型

 离散状态方程数学形式

注意矩阵兼容性
T 为采样周期
MATLAB表示方法



离散延迟系统的状态方程

 数学模型

 MATLAB表示方法

 离散系统也有内部延迟模型



系统数学模型举例小结
 系统模型的分类方法
自动控制原理与现代控制理论课程涉及的数学模型 
只是系统模型中很窄的几类模型

 给出了连续系统建模的实例
列出系统的微分方程模型
由微分方程导入系统传递函数的概念——传递函数 
是系统的增益，是 s 的函数



  传递函数输入小结
 传递函数的定义与两种输入方法
调用 tf 函数直接输入
定义 s 算子，再输入传递函数

 可以提取传递函数的分子与分母 tfdata
 多变量传递函数矩阵的输入

 有了传递函数模型, 则可以将其输入到
MATLAB以后则可以对其分析与设计了



状态方程与零极点输入小结

 线性系统的模型表示方法
传递函数模型 tf
状态方程模型的输入 ss
零极点模型 zpk

 常规模型可能遇到困难，需要描述符系统

 带有内部延迟的状态方程模型



离散系统模型
 离散系统也有各种线性模型
传递函数 tf
状态方程 ss
零极点模型 zpk

 离散系统的采样周期 T
 离散系统的延迟模型



     Q & A
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第4章 线性控制系统的数学模型

主讲：修贤超

控制系统计算机辅助设计



线性系统的数学模型

 4.1 线性连续系统模型及MATLAB表示

 4.2 线性离散时间系统的数学模型

 4.3 线性模型的相互转换
 4.4 方框图描述系统的化简

 4.5 线性系统的模型降阶

 4.6 线性系统的模型辨识



系统模型的相互转换
 前面介绍的各种模型之间的相互等效变换

 主要内容

连续模型和离散模型的相互转换
系统传递函数的获取
控制系统的状态方程实现
状态方程的最小实现
传递函数与符号表达式的相互转换



连续模型和离散模型的相互转换

 连续状态方程的解析解

 采样周期 T
 选择



数学推导与MATLAB命令

 离散化

 离散化等效关系

 还可以采用Tustin变换（双线性变换）

 MATLAB函数直接求解



例4-10 状态方程的离散化
 双输入模型，T=0.1

 输入模型、变换



例4-11 延迟传递函数的离散化

 时间延迟系统的离散化
MATLAB求解

零阶保持器变换

变换结果 T=0.1



其他离散化方法

 Tustin变换
 数学表示

 其他转换方法
FOH 一阶保持器
matched 单变量系统零极点不变
imp  脉冲响应不变准则



离散模型连续化

 对前面的变换求逆 —— 数学公式
状态方程的变换

Tustin反变换

 MATLAB求解 (无需T )



例4-12 系统的连续化

 对前面的连续状态方程模型离散化，
对结果再连续化

 
 可以基本上还原连续模型



系统传递函数的获取
 已知状态方程

 两端Laplace变换

 则



系统传递函数的变换

 因此可以得出传递函数

难点
基于Leverrie–Fadeev算法能得出更好结果

 由零极点模型，直接展开分子分母

 用MATLAB统一求解



例4-13 多变量系统的变换

 多变量模型，求传递函数矩阵



控制系统的状态方程实现

 由传递函数到状态方程的转换
不同状态变量选择，结果不唯一
默认变换方式，采用MATLAB函数

 通用的G 模型
G 可以是传递函数、状态方程和零极点模型
适用于有延迟的、离散的或多变量模型
可以将延迟传递函数模型转成内部延迟
G可以是非正则系统，得出描述符状态方程模型



例4-14 多变量系统

 连续多变量模型

 状态方程获取



例4-15 非正则系统的实现

 系统模型

 逆系统模型的状态方程实现



均衡实现 （balanced realization）

 由一般状态方程输入输出关系显著程度不明显，
需要进一步变换

 均衡实现是一种很有用的方式

 用MATLAB直接求解

 得出均衡实现的模型

 得出排序的 Gram 矩阵



例4-17 均衡实现举例

 原系统模型

 引入                                       
 内部坐标变换



例4-18 状态方程的最小实现
观察传递函数模型

 未见有何特殊

 求取零极点模型



最小实现的计算

 得出结果

 最小实现方法
相同位置的零极点，可以对消
问题：多变量系统、状态方程如何处理？
MATLAB解决方法



例4-19 多变量模型的最小实现

 多变量模型

 不能直接看出是否最小实现



最小实现计算

 MATLAB求解

 数学表示



线性系统的数学模型

 4.1 线性连续系统模型及MATLAB表示

 4.2 线性离散时间系统的数学模型

 4.3 线性模型的相互转换

 4.4 方框图描述系统的化简
 4.5 线性系统的模型降阶

 4.6 线性系统的模型辨识



方框图描述系统的化简
 单环节模型前面已经介绍了，实际系统为

多个环节互连
 如何解决互连问题，获得等效模型？
 主要内容
控制系统的典型连接结构
节点移动时的等效变换
复杂系统模型的简化
基于信号流图的代数化简方法



控制系统的典型连接结构

 系统串、并联

 数学等效方法
串联传递函数 
并联传递函数



串、并联状态方程模型

 串联系统的状态方程

 并联系统的状态方程



串、并联系统的MATLAB求解

若一个模型为传递函数、另一个为状态方程如何处理？
将二者变换成同样结构再计算

基于MATLAB的计算方法

串联                     注意次序：多变量系统

并联

优点，无须事先转换，可以直接处理多变量系统



系统的反馈连接
 反馈结构

 数学等效关系
负反馈                                           正反馈

多变量系统



状态方程的反馈等效方法

 其中
 若



反馈连接的MATLAB求解

 LTI 模型

 符号运算实现



例4-17 典型反馈控制

典型反馈



例4-18 多变量系统处理
例4-18 状态空间受控对象模型



多变量系统的连接

 控制器为对角矩阵

 反馈环节为单位矩阵

 闭环系统模型计算



带有延迟的闭环系统模型处理

 传递函数模型是不能处理延迟的
开环模型

闭环传递函数

 需要引入带有内部延迟的状态方程模型



例4-19 内部延迟模型的应用

 多变量闭环系统



模型化简方法

 控制器模型

 MATLAB求解



例4-20 计算机控制系统

 典型计算机控制系统

 应该先统一域，再化简
统一成离散模型

统一成连续模型



节点移动时的等效变换

 考虑模型

 难点：A点在回路间，移至输出端



节点移动的等效处理

 前向移动

 后向移动



例4-21 复杂模型化简

原系统可以移动

 新支路模型



等效模型的化简

 从 R(s) 到 Y(s) 的等效模型计算

 结果的数学表示



例4-22 直流电机拖动系统

 双输入系统

  输入 r(t) 单独激励



另一个传递函数
 M(t) 信号单独输入重新绘图

 得出另一个传递函数



结果的数学形式

 传递函数矩阵



节点移动时的等效变换

 考虑模型

 难点：需要手工移动节点，容易出错，需要更简单的方法



例4-23 框图的信号流图表示

 信号流图
节点、通路、传递函数



写出节点方程

 以流入节点的信号为准写出方程



由节点方程写出矩阵形式

 直接写出



由节点方程推导出传递函数矩阵

 节点方程
期望的传递函数 X/U
精确写法

利用MATLAB提供的符号运算可以直接求解，无需预处理



例4-24 框图的直接化简

 节点方程的矩阵形式

其中

 MATLAB求解



例4-25 重新求解电力拖动系统模型问题

 方框图信号流图
双输入信号
无需预处理



传递函数计算
 信号流图

 节点方程



MATLAB求解

 相关方程

 MATLAB直接求解



模型转换小结

 本章涉及的线性模型统称为LTI模型

 不同的模型是可以相互转换，如
连续化与离散化 c2d, d2c
转换成 tf, zpk，则调用相应函数即可



状态方程实现小结

 直接转换函数
多变量系统、连续离散系统的统一处理 tf
特例——描述符系统、内部延迟系统

 将LTI模型转换成状态方程是不唯一的

 系统非均衡实现 balreal
 系统的最小实现 minreal



系统典型连接小结
 三种典型连接
串联连接 *，多变量系统注意顺序
并联连接 +
反馈连接 feedback，feedbacksym

 可以处理LTI模型，也可以处理符号运算
 特殊情况
带有延迟的模型，可以自动处理为内部延迟ss
不同域的先统一域再运算



方框图化简小结

 需要手工处理
节点的前向移动或后向移动
复杂问题可能需要手工重新画图
将图形化成明显的串并联、反馈结构
嵌套使用 +,*, feedback，feedbacksym函数

 需要更容易使用的工具



方框图代数化简小结
 无需框图结构的手工处理

 代数化简的步骤
需要手工将框图表示成信号流图
由信号流图可以写出节点方程
由节点方程进行代数运算，可以得出化简模型

 代数化简的优点
手工处理比前面的方法更易于检验
可以一次性得出所有节点的传递函数矩阵



     Q & A
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第4章 线性控制系统的数学模型

主讲：修贤超

控制系统计算机辅助设计



线性系统的数学模型

 4.1 线性连续系统模型及MATLAB表示

 4.2 线性离散时间系统的数学模型

 4.3 线性模型的相互转换

 4.4 方框图描述系统的化简

 4.5 线性系统的模型降阶
 4.6 线性系统的模型辨识



线性系统的模型降阶

 模型降阶与最小实现

 传递函数的经典降阶方法
基于Pade近似的降阶方法与实现
Routh降阶方法

 状态方程的降阶
均衡实现的降阶方法
最优Hankel范数的方法



最小实现与模型降阶

 最小实现是数学意义下的严格化简（没有近似）

 模型降阶是用低阶模型去逼近高阶模型
最早由Edward J. Davison提出(1966)

 本节介绍的方法
传递函数的 Padé与 Routh 算法
状态空间的降阶算法



模型降阶的需求

 已知原始模型

 寻求降阶模型

 为简单起见假设



时间矩量的计算
 展开原模型

 其中时间矩量可以递推求出

 若已知状态方程模型



Padé降阶的思想

 时间矩量的MATLAB求解

 Padé 降阶思想：保留前 r+k+1 个时间矩量



Padé降阶模型系数推到

 对比系数，则



Padé降阶公式

 这样可以得出

 可以得出降阶模型的分子、分母系数



Padé降阶的求解函数
 Padé 降阶求解函数



例4-26 Padé 近似举例

 原始模型

 Padé 近似

 用二阶模型近似原始的四阶模型



例4-27 Padé降阶的反例

 原始模型

 稳定模型，但降阶模型不稳定



Routh 降阶方法与实例
 Routh算法（较烦琐，从略）



例4-28 Routh降阶
 仍考虑稳定模型

 MATLAB求解

 Routh算法降阶后能保证降阶模型稳定性



状态方程模型的降阶算法

 均衡实现模型的降阶算法

令 并消去x2



其他降阶模型计算

 MATLAB求解函数
Schur降阶

最优Hankel范数降阶

 控制系统工具箱函数



例4-34 状态方程降阶举例 

 原始模型

 降阶模型与比较



时间延迟模型的 Padé 近似

 纯延迟的Padé近似方法

 Padé近似函数

 多变量系统的Padé近似



不同分子分母的Padé近似

 算法：逼近

 编写 MATLAB 函数

 其中 r/k 任意选择
 可以选择 0/k ，以避免非最小相位模型



例4-29 纯延迟模型的近似

纯延迟模型

 MATLAB求解

 拟合结果



例4-30 已知带有延迟的线性模型

带有延迟的线性模型
 可以得出近似模型



什么是最好的降阶模型？

 客观的最优降阶指标提出

误差最小指标
性能指标定义



次最优降阶的MATLAB实现

 决策变量

 目标函数的计算

 MATLAB实现见教材，核心为fminsearch函数
调用格式



例4-31 复杂模型的最优降阶

 前面介绍的模型

 次最优降阶



例4-32 高阶全极点模型

 高阶模型

 最优降阶



例4-33 非最小相位系统

 系统模型

 模型降阶



线性系统的数学模型

 4.1 线性连续系统模型及MATLAB表示

 4.2 线性离散时间系统的数学模型

 4.3 线性模型的相互转换

 4.4 方框图描述系统的化简

 4.5 线性系统的模型降阶

 4.6 线性系统的模型辨识



系统辨识

 系统模型建立的方法
由数学、物理规则推导
由已知实测数据获得系统模型的方法

 实测数据
时域响应数据、频率响应数据

 本节主要内容
离散系统辨识方法
辨识模型阶次的选择、辨识信号生成
连续系统辨识、多变量系统辨识
离散系统在线辨识简介



离散系统的模型辨识

 离散传递函数模型

 z-1是一步延迟的算子
 对应的差分方程模型

 (t) 是辨识模型的残差信号



系统辨识的算法基础

 已知实测信号
输入
输出

 由数据可以得出

 线性代数方程



最小二乘系统辨识

 矩阵形式

 定义残差最小指标

 最小二乘解



辨识问题的MATLAB直接求解

 系统辨识工具箱直接求解
已知时域数据

已知时域数据对象

 T 为结构体变量，T.a, T.b, tf(T)

 当然由前面的公式也能直接求解



例4-37 系统辨识计算
实测数据

文件 c4dat1.mat



如何辨识系统模型？

 基于MATLAB的求解（选择阶次组合4,4,1）

 离散传递函数模型提取

 数学形式



辨识效果评价

 样本点的输入方法

 如何评价？
用已知输入信号去激励辨识模型
比较输出与实际输出信号

 MATLAB求解



由解方程的方法直接辨识

 给出辨识语句

 数学模型



系统辨识的图形用户界面

 启动界面 systemIdentification
输入样本点
选择阶次
直接辨识

 无需给出命令、函数调用



辨识模型的阶次选择

 为什么上个例子选择4,4,1? 
 Akaike准则（Akaike‘s information criterion）

 MATLAB求解函数
 根据该准则的变化情况选择合适阶次
后面通过例子演示



例4-38 阶次选择
 前面的例子，由已知数据辨识模型
尝试不同的延迟常数 d = 0, 1, 2
尝试不同的阶次组合
用循环结构得出AIC表, 从表中观测应该如何选择阶次



AIC表

 可行的阶次
[4,5,0]
[4,4,1]
[4,3,2]

 AIC变化趋势



例4-39 连续系统辨识——一个反例

 由模型生成数据，再由数据辨识模型
连续系统模型

辨识离散模型再转换成连续模型
数据生成与辨识



离散系统辨识信号的生成

 问题：什么样信号激励系统，辨识效果最好？

 有丰富频率信息的信号最好，如 PRBS

 伪随机二进制序列 (pseudo-random binary sequence) 
频率丰富
值为      ,  可重复构建
MATLAB直接生成
正弦信号、阶跃信号不宜作为输入，频率单一



例4-40 PRBS信号波形及相关函数分析

 生成63个点的PRBS信号

 自相关函数

 不宜采用plot()
      函数绘制



例4-41 连续系统的辨识

 仍考虑前面的例子

生成样本点信息，由PRBS信号激励
离散方法，再转换成连续模型



例4-42 连续系统频域辨识方法

 由模型生成频域响应数据，由数据辨识模型

 MATLAB函数 invfreqs
 频域辨识方法



多变量离散系统的辨识

 多变量系统的差分方程模型

 离散传递函数矩阵模型



例4-43 多变量系统辨识

 原始模型

 模型输入

 模型辨识



模型降阶方法小结
 给出了模型降阶的思想
介绍了Pade降阶思想与函数 pademod
介绍了Routh降阶函数 routhmod

 介绍了鲁棒控制工具箱中的降阶函数
均衡实现的降阶函数 modred
Schur降阶算法 schmr
最优Hankel范数降阶算法 ohklmr

 需要探讨更好的算法，包括可处理延迟的方法



次最优模型降阶小结

 引入客观最优性能指标，将降阶问题转换成
数值最优化问题

 利用MATLAB提供的最优化工具直接求解

 由于延迟项存在，引入Pade近似，所以最优降
阶更精确地定义为次最优

 MATLAB函数 opt_app



系统辨识小结

 为什么要系统辨识？

 由实验数据如何辨识系统的数学模型
最小二乘求解，矩阵左除
直接辨识函数 arx, tf

 系统辨识界面 idnt



系统辨识进阶小结
 如果想合理选择阶次，则需要用AIC准则衡量
AIC准则的定义域近似 aic
对采用的使用的函数 arx, tf

 激励信号在辨识中至关重要，应选择频率信息
丰富的信号，如PRBS，idinput，iddata函数

 连续系统的频域响应辨识 invfreqs
 函数arx可以用于多变量系统的辨识
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