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摘 要

在大数据时代，如何挖掘隐藏在高维复杂数据中的有效信息是数据分析的关键。

无监督特征选择作为一种无需标签指导的降维技术，因其能有效剔除冗余特征并保

留数据本质结构而备受关注。尽管现有基于稀疏优化的方法已取得显著进展，但在

处理高维复杂数据结构时仍面临诸多挑战，如稀疏结构表示不充分、局部特征辨别

不准确和重构误差度量不合理。针对上述挑战，本文从单稀疏约束、双稀疏约束和

双稀疏约束对比学习等三个方面进行深入研究。主要工作如下：

（1）针对稀疏结构表示不充分的问题，探讨了现有 ℓ2,0范数约束和正则的单稀疏

约束模型，设计了基于信赖域算法和硬阈值的交替最小化策略。实验表明了 ℓ2,0 范

数约束的有效性和灵活性。具体地，在所有对比方法中，ℓ2,0范数约束模型的平均聚

类准确率和归一化互信息分别提高了至少 2.83%和 5.09%，验证了 ℓ2,0 范数约束对

稀疏结构表示的优越性。

（2）针对局部特征辨别不准确的问题，提出了 ℓ2,0 范数和 ℓ0 范数的双稀疏约束

模型，称为 DSCOFS。通过引入 ℓ0范数约束过滤掉不规则的噪声特征，该模型弥补

了 ℓ2,0 范数约束单一性的限制，从而提高了特征辨别的能力。算法方面，设计了基

于一阶精确罚函数和硬阈值的近端交替最小化策略，并在理论上证明了算法的收敛

性。实验表明，DSCOFS 的平均聚类准确率和归一化互信息分别提高了至少 3.34%

和 3.02%，验证了双稀疏约束对局部特征辨别的有效性。

（3）针对重构误差度量不合理的问题，构建了融合对比学习和 DSCOFS的增强

型模型，称为 DSCOFS-CL。通过自表示框架重构样本数据，引入对比学习损失建模

重构误差，结合低秩约束保持全局结构，从而在原始空间与投影空间自适应地学习

样本之间的关系。算法方面，设计了基于梯度下降和硬阈值的近端交替最小化策略，

并在理论上证明了算法的收敛性。实验表明，DSCOFS-CL相较于 DSCOFS，平均聚

类准确率和归一化互信息分别提高了 1.85%和 1.06%，验证了对比学习损失对重构

误差度量的实用性。

关键词：无监督特征选择；稀疏优化；双稀疏；对比学习；近端交替最小化
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ABSTRACT

In the era of big data, how to mine the effective information hidden in high-dimensional

and complex data is the key to data analysis. Unsupervised feature selection, as a dimen-

sionality reduction technique that does not require label guidance, has attracted much atten-

tion due to its ability to effectively remove redundant features while preserving the essential

structure of the data. Although existing methods based on sparse optimization have made

significant progress, there are still many challenges when dealing with high-dimensional

complex data structures, such as insufficient sparse structure representation, inaccurate lo-

cal feature discrimination, and unreasonable reconstruction error measurement. To address

these challenges, this paper conducts in-depth research from three aspects: single sparsity

constraint, double sparsity constraint, and double sparsity constraint with contrastive learn-

ing. The main contributions are as follows:

(1) To address the issue of insufficient sparse structure representation, existing ℓ2,0-

norm constrained and regularized single sparsity constraint models are investigated, and an

alternating minimization strategy based on the trust region algorithm and hard thresholding

is designed. The experiments demonstrate the effectiveness and flexibility of the ℓ2,0-norm

constraint. Specifically, among all the comparison methods, the average clustering accuracy

and normalized mutual information of the ℓ2,0-norm constrained model are improved by at

least 2.83% and 5.09%, respectively, validating the superiority of the ℓ2,0-norm constraint

for sparse structure representation.

(2) To address the issue of inaccurate local feature discrimination, a double sparsity

constrained model combining ℓ2,0-norm and ℓ0-norm, called DSCOFS, is proposed. By

introducing the ℓ0-norm constraint to filter out irregular noise features, the model compen-

sates for the limitation of the single sparsity of the ℓ2,0-norm constraint, thereby enhancing

the ability to discriminate features. In algorithms, a proximal alternating minimization strat-

egy based on the first-order exact penalty function and hard thresholding is designed, and

the convergence of the algorithm is theoretically proven. Experimental results show that the

II
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average clustering accuracy and normalized mutual information of DSCOFS are improved

by at least 3.34% and 3.02%, respectively, validating the effectiveness of the double sparsity

constraint in local feature discrimination.

(3) To address the issue of unreasonable reconstruction error measurement, an enhanced

model integrating contrastive learning and DSCOFS, called DSCOFS-CL, is constructed.

By reconstructing sample data within the self-representation framework, contrastive learn-

ing loss is introduced to model the reconstruction error, while a low-rank constraint is applied

to maintain the global structure. This enables the adaptive learning of relationships between

samples in both the original and projected spaces. In algorithms, a proximal alternating min-

imization strategy based on the gradient descent method and hard thresholding is designed,

and the convergence of the algorithm is theoretically proven. Experimental results show that

compared to DSCOFS, the average clustering accuracy and normalized mutual information

of DSCOFS-CL are improved by 1.85% and 1.06%, respectively, validating the practicality

of contrastive learning in reconstruction error measurement.

Keywords: Unsupervised feature selection; sparse optimization; double sparsity; con-

trastive learning; proximal alternating minimization
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主要符号对照表

X ∈ Rd×m d行m列的实数矩阵 X

xi ∈ Rm 矩阵 X 的第 i行的m维向量

xi ∈ Rd 矩阵 X 的第 i列的 d维向量

Xij 矩阵 X 的第 i行 j 列的元素

∥X∥1 矩阵 X 的 ℓ1范数，即 ∥X∥1 =
∑d

i=1

∑m
j=1 �Xij�

∥X∥F 矩阵 X 的 Frobenius范数，即 ∥X∥F =
√∑d

i=1

∑m
j=1 X

2
ij

∥X∥0 矩阵 X 的 ℓ0范数，即 X 中非零元素的个数

∥X∥2,0 矩阵 X 的 ℓ2,0范数，即 X 中非零行的个数

∥X∥2,1 矩阵 X 的 ℓ2,1范数，即 ∥X∥2,1 =
∑d

i=1

√∑m
j=1 X

2
ij

∥X∥2,p 矩阵 X 的 ℓ2,p范数，即 ∥X∥2,p = p

√∑d
i=1(

√∑m
j=1 X

2
ij)

p

∥X∥1,2 矩阵 X 的 ℓ1,2范数，即 ∥X∥1,2 =
√∑m

j=1(
∑d

i=1 |Xij|)2

∥xi∥0 向量 xi的 ℓ0范数，即 xi中非零元素的个数

∥xi∥1 向量 xi的 ℓ1范数，即 ∥xi∥1 =
∑m

j=1 |Xij|

∥xi∥2 向量 xi的 ℓ2范数，即 ∥xi∥2 =
√∑m

j=1 X
2
ij

∥xi∥p 向量 xi的 ℓp范数，即 ∥xi∥p = p

√∑m
j=1 |Xij|p
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第一章 绪论

1.1 研究背景及意义

随着信息化技术的高速发展，人们所面临的数据出现了井喷式增长，并且这些

数据大多呈现高维特性。根据国际数据公司的统计和预测，2025年数据总量将突破

175ZB，并在 2028年将增长至 393.8ZB，相比于 2025年增长了 1.25倍。然而，海量

高维数据中普遍存在稀疏性 [1]。以典型文本数据为例，大多数词在每篇文档中并没

有出现或仅出现一两次，因此统计所有词出现频率的矩阵大部分位置为零。合理利

用数据的稀疏结构不仅能对高维数据进行充分地压缩，从而节约储存空间、减少传

输量，还可以从海量的数据中挖掘出有价值的信息，让复杂问题得以简化 [2]。因此，

对于需要大量数据分析的模式识别 [3]、机器学习 [4]、数据挖掘 [5]、生物工程 [6]以及物

联网 [7]等研究领域，如何基于稀疏性特征挖掘隐藏在数据中的有效信息是大数据分

析的关键。

数据降维是一个基本而重要的预处理方法，根据对特征处理方式的不同可以分

为特征提取 [8]和特征选择 [9]。特征提取通过投影矩阵将原始特征映射到低维特征空

间，生成的新特征是原始特征经过线性或非线性组合而成，这意味着特征是从原始

特征中“提取”出来的。与特征提取不同，特征选择不改变原始的特征空间，而是通

过对原始的数据按照一定的评价指标选择包含更多信息的特征子空间，这意味着特

征是从原始特征中“选择”出来的。特征选择能够通过选择出包含最多有效信息的

特征子空间来消除冗余信息和噪声特征，从而提高模型的效率和性能 [10]。此外，特

征选择的数据来源于原始特征，这使得可解释性更强 [11]，更适用于大数据分析。毫

无疑问，特征选择已经发展成为人工智能中的核心技术之一。

然而，现实世界的数据往往呈现部分未标注或标注不完整的情形 [12]。特别是在

医学成像分析领域，标签的获取尤为困难。针对这种情形，无监督特征选择应运而

生，并因其能够在不依赖标签的情况下选择出最具代表性的特征而备受关注。目前，

无监督特征选择已经成功应用于诸多工程领域，包括图像分类 [13]、遥感成像 [14]、无

线通信 [15]以及基因表达 [16]。如图1.1所示，Web of Science中关于无监督特征选择主

题的文章近十年（2014-2024）增长将 300%。
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图 1.1 关于无监督特征选择主题的文章统计

Figure 1.1 The publication statistics on the topic of unsupervised feature selection

综上所述，无监督特征选择是模式识别领域的研究热点，也是人工智能领域的

前沿课题。因此，本文以此为出发点，旨在探讨稀疏优化框架下无监督特征选择的

新方法，具有重要的科学意义。

1.2 国内外研究现状

1.2.1 无监督特征选择

一般来说，无监督特征选择方法可以根据模型训练和特征选择的结合方式分为

三种类型：过滤式 [17]、包裹式 [18]和嵌入式 [19]。过滤式方法将特征选择和模型训练分

开，首先根据统计指标或规定的评价指标从数据集中选择出最相关的特征，然后使用

选择出的特征来训练模型。He等人 [20] 提出的拉普拉斯评分（Laplace Score，LapScore）

是典型的过滤式无监督特征选择方法。LapScore首先通过维持数据局部结构的能力

来评估特征的重要性，随后对特征按照重要性排序，最后根据需求选取前列的特征

用于后续的模型训练。然而，过滤式无监督特征选择方法由于脱离模型性能进行选

择，可能会选出对特定模型而言不理想的特征。相反地，包裹式方法通过使用特定

的模型来评估特征子集的优劣。它把特征选择“包裹”在一个机器学习模型中，选

择出最契合模型性能的特征。拉斯维加斯包裹式方法（Las Vegas Wrapper，LVW [21]）

是结合了拉斯维加斯算法的典型包裹式无监督特征选择方法。LVW首先随机产生多

个特征子集，随后将产生的随机子集放入模型中进行训练并评估其误差，最后保留
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误差最小的特征子集，循环此过程直至误差足够小。显然，包裹式无监督特征选择

方法每次特征选择都需要训练一个新的模型，因此计算成本较高。嵌入式方法结合

了过滤式和包裹式方法的特点，将特征选择和模型训练过程构建成一个整体，允许

特征选择在模型训练的过程中自动进行。与包裹式方法的“包裹”不同，嵌入方法在

训练模型的过程中对特征进行一定的处理（如 ℓ1 正则化），从而实现特征的自动选

择。图 1.2展示了三种类型的无监督特征选择方法框架。事实上，这些方法各有优缺

点，实际选择时应根据数据集的特性、计算资源的限制以及任务的需求来决定。

原始数据

计算统计指标

特征选择

最优子集

模型训练

原始数据

选择训练模型

特征选择
模型训练
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模型训练

停止准则

Y
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(b)包裹式
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(c)嵌入式

图 1.2 无监督特征选择方法框架

Figure 1.2 The framework of unsupervised feature selection methods

近年来，嵌入式无监督特征选择方法在机器学习领域取得了显著突破。而大多数

嵌入式方法，利用谱分析和流形学习来选择具有辨别力的特征 [22]。基于谱分析的方

法通常构造邻接矩阵或者图亲和矩阵描述数据的局部几何结构，然后利用稀疏正则

化来探索数据聚类结构，最后通过稀疏优化模型实现特征选择。Cai等人 [23] 将谱分

析与 ℓ1范数结合，提出了用于多聚类结构的特征选择框架。为了提高鲁棒性，Yang

等人 [24] 考虑到局部判别信息比全局判别信息更重要，将构造的局部判别分析得分

矩阵和 ℓ2,1 范数相结合，提出了无监督判别特征选择（Unsupervised Discriminative

Feature Selection，UDFS）。随后，Li等人 [25] 将 UDFS扩展到具有非负谱分析的情况，
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取得了良好的数值结果。Liu等人 [26] 通过局部线性嵌入算法获得特征权重矩阵，并

使用 ℓ1 范数描述损失函数，提出了鲁棒邻域嵌入（Robust Neighborhood Embedding，

RNE）。然而，上述基于谱分析的方法将图的构造和特征选择的过程分离，这使得

它们对冗余特征和噪声特征十分敏感。为了解决此问题，Nie等人 [27] 在低维空间中

学习自适应的图并嵌入 ℓ2,p (0 < p ≤ 1) 范数来表征稀疏性，进而将局部结构的学

习融合到特征选择的过程中，最终提出了结构化最优图特征选择（Structured Optimal

Graph Feature Selection，SOGFS）。Li等人 [28]基于最大熵原理构建了自适应图，同时

引入了广义无相关约束和 ℓ2,1 范数，提出了一种改进的稀疏回归模型。为了保留原

始空间数据的局部几何结构，Shi等人 [29]通过自适应构建动态相似性图来建模数据

的内在结构，将二进制哈希码学习为弱监督的多标签，同时使用学习到的标签来指

导特征选择。Tang等人 [30]采用自表示技术自动学习样本的相似性图，进而保留了数

据的局部几何结构。Chen等人 [31]利用 ℓ2,1范数学习到灵活的最优图，并将其与特征

选择结合到一起。Zhou等人 [32]通过在原始空间和低维空间中联合学习自表示矩阵，

提出了基于联合自表示图学习的无监督特征选择方法。

最近，基于主成分分析（Principal Component Analysis，PCA）[33]和稀疏主成分分

析（Sparse PCA，SPCA）[34]的特征选择方法呈现新的发展趋势。例如，Chang等人 [35]

通过引入 ℓ2,1范数来衡量损失和正则化，构建了有效的 SPCA模型。Yi等人 [36] 提出

了自适应加权 SPCA，能够从噪声数据中稳健地选择出重要的特征。Zheng等人 [37]使

用重构矩阵将 SPCA描述为一个凸优化问题，并加入了 ℓ2,1 范数和核范数使其稀疏

且低秩，同时证明了该重构矩阵的最优解落在半正定锥上，最终通过半正定投影实

现稀疏主成分分析（SPCA via Positive Semidefinite projection，SPCA-PSD）。Li等人 [22]

引入了非凸的 ℓ2,p（0 < p ≤ 1）范数，提出了用于特征选择的稀疏主成分分析（SPCA

for Feature Selection，SPCAFS），同时也验证了 ℓ2,p（0 < p ≤ 1）范数相比 ℓ2,1 范数

的优势。Zhou等人 [38]引入了对比学习 [39]来度量 PCA的重构误差，同时对投影矩阵

和自表示矩阵稀施加了 ℓ1,2范数约束，最终实现了更好的无监督特征选择性能。

值得注意的是，上述无监督特征选择方法仅考虑了 ℓ2,0范数的凸松弛（ℓ2,1范数）

或非凸松弛（ℓ2,p范数形式）。正如文献 [40-41] 中所讨论的，这可能会导致稀疏表示不

足，我们将会在下一小节中详细介绍。最近，Chen等人 [42] 在子空间中嵌入了自适应

二分图，并对投影矩阵应用 ℓ2,0范数约束进行特征选择。Nie等人 [43] 基于数据协方差

矩阵秩探究了 ℓ2,0 范数约束的特征稀疏约束主成分分析（Feature-Sparsity constrained
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PCA，FSPCA），该方法把特征选择和 PCA相结合，进而通过行稀疏选择出相应的特

征。Zhang等人 [44]在样本和锚点之间构建了二分图，利用 ℓ2,0 范数引导的相似关系

更新图结构，从而提高了所选特征的质量，同时降低了求解过程中的计算成本。

1.2.2 稀疏优化

2006年，Donoho [45]提出了压缩感知（Compressed Sensing，CS）的概念，即如果

一个信号是稀疏的或可压缩的，那么它可以通过少量的测量值来重构原始信号，而

这些测量值远少于以前的理论（如香农采样定理）所建议的数量。压缩感知理论为

高维数据的处理带来了新的思路，极大推动了信息技术工作的发展，也为后续稀疏

优化打下了基础。一般地，稀疏优化是指带有 ℓ0范数正则或约束的一类非凸非连续

优化问题，也是非确定性多项式（Nondeterministic Polynomial，NP）难的。在理论方

面，人们借助变分分析工具研究了稀疏优化的变分性质，如次微分、邻近点算子、切

锥与法锥等 [46]。同时，在算法方面，已经有一些成熟的求解算法框架，例如交替最

小化算法（Alternating Minimization Algorithm，AMA），交替方向乘子法（Alternating

Direction Method of Multipliers，ADMM）[47]和近端交替最小化（Proximal Alternating

Minimization，PAM）[48] 等。此外，也发展了一些速度快且精度高的二阶算法 [49]，例

如牛顿硬阈值追踪法 [50]、拉格朗日对偶法 [51]、半光滑牛顿法 [52]等，并且在许多工

程问题中验证了其高效性，包括信号处理 [53]、图像处理 [54]、数据降维 [55]、故障诊

断 [56]等。图 1.3展示了二维向量下 ℓp范数值不大于 1的约束区域。从图中可以直观

地看出，随着 p的减小，ℓp范数约束区域越小，这也意味着向量值越小。因此，只有

当 p = 0时，二维向量才能得到 0解，而其他都是接近 0的松弛解，这也解释了为什

(a) p = 0 (b) 0 < p < 1 (c) p = 1 (d) p = 2

图 1.3 不同 p取值下的 ℓp范数约束区域

Figure 1.3 The constraint regions of the ℓp norm under different values of p
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么 ℓ0 范数可以刻画更加充分的稀疏结构。此外，当 p < 1时，ℓp 范数约束区域呈现

非凸性质，而 ℓ1范数是 ℓ0范数最优的凸松弛。

本质上说，基于 SPCA的无监督特征选择问题是一个带有稀疏性特征的 Stiefel流

形（又称正交流形）优化问题。对于这类特殊的非凸优化问题，人们通常采用松弛方

法近似求解，即寻找不同形式的凸松弛 [57-60]或非凸松弛 [22,61-62]，然后通过松弛问题

进行近似求解。例如Chen等人 [63] 探讨了带 ℓ1范数的 Stiefel流形优化问题，通过引入

新的变量将非光滑项分开，然后基于增广拉格朗日函数开发了 PAM优化策略。Chen

等人 [58]针对偏最小二乘回归问题，构造了带 ℓ2�1 范数的 Stiefel流形和 Grassmann流

形优化形式，进而利用求解器进行计算。为了提升在 Stiefel流形上计算效率，Chen

等人 [64]分析了带 ℓ2�1 范数的 Stiefel流形优化问题，并在 Stiefel流形切线空间上采用

近端梯度技术进行计算。而当子问题没有显示表达式时，还设计了半光滑牛顿算法

近似计算。同样对于带 ℓ2�1范数的 Stiefel流形优化问题，Xiao等人 [60]利用拉格朗日

乘子的显示表达式建立了精确罚理论，设计了非精确的近端梯度方法。由于子问题

都可以显示求解，算法的效率得到了保障。进一步地，Zhou等人 [65]充分考虑了 ℓ2,1

范数和 Stiefel流形的二阶信息，基于半光滑牛顿技巧提出了更快速的增广拉格朗日

算法，每一步迭代都自动满足流形约束，同时严格证明了全局收敛性和局部超线性

收敛率。虽然 ℓ1 范数和 ℓ2,1 范数等凸松弛可以快速求解，但他们无法充分地表示稀

疏结构。于是，人们尝试使用非凸松弛 ℓp (0 < p < 1)范数和 ℓ2,p (0 < p < 1)范数。

Fung等人 [66]证明了当 p趋近于 0时，ℓp范数松弛问题与原问题（即 ℓ0范数）等价。

Breloy等人 [61]细致分析了不同类型的 SPCA模型，考虑了 ℓ0 范数的非凸松弛近似，

设计了有效的 Majorization-Minimization 算法。Li 等人 [22]针对无监督特征提选择问

题，研究了带 ℓ2,p (0 < p ≤ 1)范数正则的优化模型，最后利用光滑化技巧求解。

经过十多年的发展，稀疏优化的研究热点已由最初的凸函数或非凸函数松弛发

展到直接处理原问题。相比松弛方法来说，ℓ0 和 ℓ2,0 范数可以对稀疏度进行更精准

的刻画，因而更值得研究。最近，Bertsimas等人 [67] 研究了带 ℓ0 范数约束的 SPCA

问题，将问题转化为混合整数半正定规划形式，并最终通过切平面法求解。Xiu 等

人 [68]利用硬阈值算子开发了一种基于 ADMM的优化算法，并成功应用到故障诊断。

Nie等人 [43]研究了带 ℓ2,0范数约束的 SPCA问题，根据数据协方差矩阵秩的情况，设

计了全局优化算法和迭代代理更新算法，并证明了算法的收敛性。进一步，Nie 等

人 [69]将 SPCA问题转化为一个新的等效问题，提出了一种不需要调整任何参数的高
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效坐标下降算法。

综上所述，尽管基于稀疏优化松弛方法的无监督特征选择已形成较为完整的理

论体系，但面向原始稀疏约束（即 ℓ0范数和 ℓ2,0范数）的研究仍处于持续探索阶段。

特别是在处理高维复杂数据结构时，现有方法仍面临诸多挑战，如稀疏结构表示不

充分、局部特征辨别不准确和重构误差度量不合理等问题。更值得关注的是，针对

这类特殊的稀疏 Stiefel流形优化问题，设计有效且收敛的算法也是亟待突破的重要

科学问题。

1.3 本文主要研究内容和结构组织

本文从单稀疏约束、双稀疏约束和双稀疏约束对比学习三个方面有序展开，逐

层深入，对无监督特征选择方法进行了系统的研究，主要内容和章节安排总体框架

如图 1.4所示。具体地，

绪论 探究课题背景与意义，调研无监督特征选择
和稀疏优化的研究现状

研究
目的

科学
问题

研究
内容

局部特征辨别
不准确

稀疏结构表示
不充分

研究内容一

基于单稀疏约束的
无监督特征

选择方法

局部特征辨别
不准确

研究内容二

基于双稀疏约束的
无监督特征

选择方法

研究内容三

基于对比学习和双
稀疏约束的无监督

特征选择方法

建立稀疏优化框架下无监督特征选择的新模型，设计
数值效果稳定的新算法

单稀疏
约束

双稀疏
约束

双稀疏约束
对比学习

重构误差度量
不合理

图 1.4 文章主要内容与章节安排

Figure 1.4 The main content of the article and chapter organization

第一章为绪论。阐述了本文的研究背景与意义以及无监督特征选择和稀疏优化

的研究现状。同时，给出了文章的研究内容和后续章节的结构组织。

第二章针对稀疏结构表示不充分的问题进行研究。首先探讨了 ℓ2,0 范数正则的

稀疏主成分分析（SPCA with ℓ2,0-norm Regularization，SPCA-R）模型和 ℓ2,0范数约束
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的稀疏主成分分析（SPCA with ℓ2,0-norm Constraint，SPCA-C）模型。其次，设计了基

于信赖域算法和硬阈值的优化策略。数值实验验证了 ℓ2,0 范数可以更加充分地表示

稀疏结构，从而提升无监督特征选择的性能。同时，通过稀疏度分析展现了 SPCA-C

比 SPCA-R在实际特征选择过程中的优势。最后，与 SPCA-C同模型算法进行了对

比，反映了算法设计对无监督特征选择性能的影响。

第三章针对局部特征辨别不准确的问题进行研究。首先在 SPCA-C的基础上，引

入了 ℓ0范数用于辨识局部稀疏性，建立了 ℓ2,0范数和 ℓ0范数的双稀疏约束优化特征

选择（Double Sparsity Constrained Optimization Feature Selection，DSCOFS）模型。其

次，设计了基于一阶精确罚函数方法和硬阈值的优化策略，严格证明了算法所产生

的序列能够收敛到驻点（又称稳定点）。特别地，为了评估双稀疏约束的性能，引入

了一种新的特征相似度评价指标。最后，实验验证了 DSCOFS的有效性、稳健型和

收敛性，表明了双稀疏约束相较于单稀疏约束的优势。

第四章针对重构误差度量不合理的问题进行研究。首先在 DSCOFS 的基础上，

利用自表示矩阵学习样本间的数据结构，引入了对比学习损失作为重构误差的度量，

建立了融合对比学习的双稀疏约束优化特征选择（DSCOFS with Contrastive Learning，

DSCOFS-CL）模型。其次，设计了基于近端梯度下降算法和硬阈值的优化策略，严

格证明了算法所产生的序列能够收敛到驻点（又称稳定点）。最后，通过数值实验表

明了 DSCOFS-CL性能相较于 DSCOFS有了进一步的提升，验证了对比学习作为重

构误差度量的有效性。

第五章为总结与展望。总结了本文的主要研究内容和成果，同时针对本文工作

中的不足之处进行了分析，最后在本文工作的基础上对未来的工作进行了展望。
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第二章 基于单稀疏约束的无监督特征选择方法

绪论部分梳理了当前主流的无监督特征选择方法，然而这些方法多采用 ℓ2,0 范

数的松弛形式去表示数据的稀疏结构，这可能会导致对稀疏结构的表示不够充分。因

此，本章基于稀疏主成分分析，聚焦于直接使用 ℓ2,0范数的无监督特征选择方法，重

点探讨了 ℓ2,0 范数正则和约束的两类数学模型。在算法方面，设计了基于信赖域算

法和硬阈值的交替优化策略。实验结果表明，与松弛形式范数相比，ℓ2,0范数对数据

稀疏结构的表示更加充分，能够有效提升无监督特征选择的性能。

2.1 相关工作

作为经典的统计分析方法，PCA 的核心思想是通过正交的线性变换矩阵将原

始高维数据投影到新的低维空间，使投影后的数据方差最大，从而在较低的维度下

尽可能地保留数据的主要信息。若将数据降维至 m 维，可以记投影矩阵为 X =

[x1, x2, . . . , xm] ∈ Rd×m，其中 xi ∈ Rd 是投影矩阵 X 的第 i 个列向量，也表示第 i

个投影方向。同时，每个投影方向还应满足 x⊤
i xi = 1和 x⊤

i xj = 0（i ̸= j），其中 ⊤

表示转置。对于中心化处理的数据 A = [a1, a2, . . . , an] ∈ Rd×n，应满足
∑n

i=1 ai = 0，

即每个特征的均值为零，其中 ai ∈ Rd 是数据 A的第 i个样本。PCA在方向 xi 上的

投影结果为 A⊤xi，投影的方差为

Var(A⊤xi) =
1

n
(A⊤xi)

⊤(A⊤xi) =
1

n
x⊤
i AA

⊤xi, (2.1)

在所有方向上的方差和为

Var(A⊤X) =
n∑

i=1

1

n
x⊤
i AA

⊤xi = Tr(X⊤AA⊤X), (2.2)

其中 Tr(·)表示矩阵的迹。因此，PCA可以看作是求解投影矩阵 X 最大化方差的问

题，其数学模型为

min
X

− Tr(X⊤AA⊤X)

s.t. X⊤X = Im.

(2.3)
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从优化的角度来看，模型 (2.3)的求解可转化为对协方差矩阵 1
n
AA⊤进行特征分

解，并计算其最大 d个特征值对应的特征向量。然而，这种方法在特征可解释性方

面较差。为突破此限制，一种常见的方法是引入稀疏正则化 [70]。通过调整正则化参

数，可以较容易地选择出具有判别性的特征。Zou等人 [34] 提出了下面的 SPCA模型

min
X

− Tr(X⊤AA⊤X) + λ∥X∥2,1

s.t. X⊤X = Im,

(2.4)

其中 λ > 0 是影响稀疏度的正则化参数，∥X∥2,1 是 X 的 ℓ2,1 范数，即 ∥X∥2,1 =∑d
i=1

√∑m
j=1 X

2
ij，这里 Xij 表示矩阵 X 第 i行 j 列的元素。通过将 ℓ2,1范数加入到

模型 (2.3)的目标函数中，模型 (2.4)可以得到一个稀疏的投影矩阵X，从而增强了模

型的可解释性，并减轻了噪声的干扰。

相比于凸优化，非凸优化虽然不易得到全局最优解，但却能够提供更多的可能

解 [71]。例如，对于非凸函数 ℓp (0 < p < 1) 范数 [72]，当 p = 1/2, 2/3, 3/4 时，存

在显示解且效果优于 ℓ1 范数。受此启发，Li 等人 [22] 引入了 ℓ2,0 范数的合理松弛

ℓ2,p (0 < p ≤ 1)范数，并构建如下 SPCAFS模型

min
X

− Tr(X⊤AA⊤X) + λ∥X∥p2,p

s.t. X⊤X = Im,

(2.5)

其中 ∥X∥p2,p =
∑d

i=1(
√∑m

j=1 X
2
ij)

p。实验表明，相较于模型 (2.4)中的 ℓ2,1范数，非凸

松弛的 ℓ2,p范数得到了更稀疏的投影矩阵，进而提高了无监督特征选择的性能。

2.2 数学模型与算法

本节首先给出 ℓ2,0 范数正则和约束的无监督特征选择模型，其次设计基于信赖

域算法和硬阈值的优化算法。

2.2.1 数学模型

根据前文相关模型的介绍，基于 ℓ2,0范数正则的 SPCA模型可以描述为

min
X

− Tr(X⊤AA⊤X) + λ∥X∥2,0

s.t. X⊤X = Im,

(2.6)

10



上海大学硕士学位论文

其中 ∥X∥2,0 =
∑d

i=1 I(∥xi∥2)表示 X 的 ℓ2,0 范数。这里，xi 是投影矩阵 X 的第 i个

行向量。I(∥xi∥2)用于判断向量 xi的 ℓ2范数是否为零，即

I(∥xi∥2) =


1, ∥xi∥2 ̸= 0,

0, ∥xi∥2 = 0.

(2.7)

因此，与松弛形式的 ℓ2,p (0 < p < 1)范数相比，ℓ2,0范数会得到全零行的稀疏解，进

而实现稀疏结构的充分表示。

在无监督特征选择中，矩阵X⊤列向量（X行向量）的稀疏结构对应数据矩阵A

相应行的稀疏结构，而 A的列表示相应的特征向量，这意味着投影矩阵X 行向量的

稀疏结构可以反映原始数据相应特征向量的稀疏结构。图 2.1 展示了原始数据的投

影过程。从图中可以看出，X⊤ 的列向量影响原始数据相应特征投影后的数据分量。

具体地，当X⊤第 i列向量为全零元素时，第 i个特征参与投影的数据分量为零，这

意味着第 i个特征在投影过程中是可稀疏的无效信息。

... ...

...
...

第 � 个特征

第 � 个特征

第 � 个特征

...
第
 � 
列
向
量

第
 � 
列
向
量

第
 � 
列
向
量

...

投影矩阵 原始数据
第 � 个

投影数据分量
第 � 个

投影数据分量
第 � 个

投影数据分量

图 2.1 原始数据的投影过程

Figure 2.1 The projection process of the original data

基于上述分析，若要选择出更具辨识性的特征，只需评估投影矩阵 X 相应行的

向量。对 X 施加 ℓ2,0范数约束，可构建一个约束形式的无监督特征选择模型

min
X

− Tr(X⊤AA⊤X)

s.t. X⊤X = Im, ∥X∥2,0 ≤ s,

(2.8)

其中 s > 0用于控制投影矩阵 X 的稀疏度，即保留非零行的个数，其对应需要选择

的特征数量。

在本文中，记 ℓ2,0范数正则的 SPCA模型 (2.6)为 SPCA-R，ℓ2,0范数约束的 SPCA

模型 (2.8)为 SPCA-C。
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2.2.2 优化算法

由于模型 (2.6)和 (2.8)中包含 ℓ2,0 范数，因此它们是非凸、非光滑的优化模型。

此外，模型中还存在正交约束 X⊤X = Im，这也给模型的求解带来了较大的挑战。

2.2.2.1 求解 SPCA-R

首先引入中间变量 X = Y，将模型 (2.6)改写为

min
X,Y

− Tr(X⊤AA⊤X) + λ∥Y ∥2,0

s.t. X⊤X = Im, X = Y.

(2.9)

利用惩罚函数方法，可以把模型 (2.9)转化为

min
X,Y

− Tr(X⊤AA⊤X) + λ∥Y ∥2,0 + µ∥X − Y ∥2F

s.t. X⊤X = Im,

(2.10)

其中 µ > 0是用于控制约束违反程度的惩罚参数，∥ · ∥F是矩阵的 Frobenius范数。设

Xk 和 Y k 是第 k次迭代的变量，下面将介绍如何通过 AMA策略进行求解。

（1）固定 Y，更新 X：

min
X

− Tr(X⊤AA⊤X) + µ∥X − Y k∥2F

s.t. X⊤X = Im.

(2.11)

记模型 (2.11)的目标函数为 g(X)，则 g(X)的欧式梯度为

∇g(X) =− 2AA⊤X + 2µ(X − Y k), (2.12)

欧式 Hessian矩阵为

∇2g(X) = −2Im ⊗ AA⊤ + 2µIdm, (2.13)

其中 ⊗表示克罗内克积。记 St(d,m) = {X ∈ Rd×m | X⊤X = Im}是黎曼空间中的一

个 Stiefel流形，则模型 (2.11)可以改写为 Stiefel流形优化模型

min
X∈St(d,m)

− Tr(X⊤AA⊤X) + µ∥X − Y k∥2F. (2.14)
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众所周知，信赖域算法 [73]是处理带有复杂约束非线性优化模型的强大工具，不仅简

单易用，而且收敛速度较快。下面将使用信赖域算法求解优化模型 (2.14)。

首先，Stiefel流形在点 X 处的切空间为

TX St(d,m) = {η ∈ Rd×m | X⊤η + η⊤X = 0}. (2.15)

随后，黎曼梯度可以通过将其欧式梯度投影到黎曼流形的切空间上来获得，即

grad g(X) = PX(∇g(X))

= ∇g(X)−X sym(X⊤∇g(X)),
(2.16)

其中 PX(∇g(X)) 是将欧式梯度 ∇g(X) 投影到黎曼流形切空间上的结果，而

sym(X⊤∇g(X))表示提取 X⊤∇g(X)的对称部分，定义为

sym(X⊤∇g(X)) = (X⊤∇g(X) + (X⊤∇g(X))⊤)/2. (2.17)

同样地，黎曼 Hessian矩阵也可以通过将欧式 Hessian矩阵投影到黎曼流形的切

空间上来获得，即

Hess g(X) = PX(∇2g(X))

= ∇2g(X)−X sym(X⊤∇2g(X)).
(2.18)

然而，黎曼 Hessian矩阵的计算十分困难，这里采用以下近似

Hess g(X) ≈ grad g(X + εI)− grad g(X)

ε
, (2.19)

其中 ε > 0是一个极小的常数，目的是防止 X + εI 过于远离流形。信赖域算法的搜

索方向通过求解以下模型得出

min
η∈TW St(d,m)

mX(η) = g(X) + Tr(η⊤ grad g(X))

+
1

2
vec(η)⊤ Hess g(X) vec(η)

s.t. Tr(η⊤η) ≤ ∆2,

(2.20)

其中 vec(η)表示通过将 η列堆叠成向量，∆是信赖域半径。此外，信赖域比率由以

下方式确定

ρ =
g(X)− g(RX(η))

mX(0)−mX(η)
, (2.21)
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算法 1信赖域算法求解模型 (2.14)
输入: 数据 A, 变量 Y k, 参数 µ, ε, 0 < ρmin < ρmax < 1, 0 < γ1 < 1 < γ2, ∆′ > 0,

ρ′ ∈ [0, 1
4
)

初始化: i = 0, Xk+1
i ∈ St(d,m), ∆i ∈ (0,∆′)

当未收敛时执行

1: 将 X = Xk+1
i , ∆ = ∆i代入模型 (2.20)并求解得到 ηi

2: 将 X = Xk+1
i , η = ηi代入式 (2.21)并计算得到 ρi

3: 如果 ρi < ρmin执行

4: ∆i+1 = γ1∆i

5: 否则如果 ρi > ρmax执行

6: ∆i+1 = min(γ2∆i,∆
′)

7: 否则

8: ∆i+1 = ∆i

9: 结束判断

10: 如果 ρi > ρ′执行

11: Xk
i+1 = RX(ηi)

12: 否则

13: Xk
i+1 = Xk

i

14: 结束判断

15: 检查收敛性

结束循环

输出: Xk+1

其中 RX(η)是将 η 约束到黎曼流形上的收缩算子。综上，求解模型 (2.14)的信赖域

算法见算法 1。

（2）固定 X，更新 Y：

min
Y

λ∥Y ∥2,0 + µ∥Xk+1 − Y ∥2F. (2.22)

根据范数的性质，这里可以将模型 (2.22)的目标函数按照行向量拆分
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
∥Y ∥2,0 =

∑d
i=1 I(∥yi∥2),

∥Xk+1 − Y ∥2F =
∑d

i=1 ∥xi,k+1 − yi∥22.
(2.23)

根据拆分的结果，Y 的每一个行向量可以通过下式求解

min
yi

λI(yi) + µ∥xi,k+1 − yi∥22. (2.24)

记模型 (2.24)的目标函数为 f(yi)。当 yi = 0时，f(yi) = µ∥xi,k+1∥2F；当 yi ̸= 0时，取

yi = xi,k+1即可得到最小值 f(yi) = λ。最终可以得到 Y k+1的更新公式

yi,k+1 =


0, ∥xi,k+1∥F <

√
λ/µ,

{0, xi,k+1}, ∥xi,k+1∥F =
√
λ/µ,

xi,k+1, ∥xi,k+1∥F >
√
λ/µ.

(2.25)

综上所述，求解 SPCA-R的完整过程见算法 2。注意，yi的求解和正则化参数 λ、惩

罚参数 µ和变量 xi,k+1有关，后续实验部分将会进行分析。

算法 2求解 SPCA-R的优化算法
输入: 数据 A,参数 λ, µ

初始化: k = 0,根据初始化策略得到 (X0, Y 0)

当未收敛时执行

1: 通过算法 1得到 Xk+1

2: 通过式 (2.25)得到 Y k+1

3: 检查收敛性

结束循环

输出: (Xk+1, Y k+1)

2.2.2.2 求解 SPCA-C

仿照求解 SPCA-R的思路，引入中间变量 X = Y 并将模型 (2.8)改写为

min
X

− Tr(X⊤AA⊤X) + µ∥X − Y k∥2F

s.t. X⊤X = Im, ∥Y ∥2,0 ≤ s.

(2.26)
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（1）固定 Y，更新 X：

min
X

− Tr(X⊤AA⊤X) + µ∥X − Y k∥2F

s.t. X⊤X = Im.

(2.27)

由于模型 (2.27)与模型 (2.11)相同，因此可以直接调用算法 1，此处省略。

（2）固定 X，更新 Y：

min
Y

∥Xk+1 − Y ∥2F

s.t. ∥Y ∥2,0 ≤ s.

(2.28)

当行向量 yi = 0时，相应行的目标函数最小值为 ∥xi,k+1∥2；当 yi ̸= 0时，相应行的

目标函数在 yi = xi,k+1处取到最小值 0。根据上述分析，计算 Xk+1每一行向量的 ℓ2

范数 ∥xi,k+1∥2，并将其中第 s大的值记为 tk+1
s ，从而得到 Y k+1的显示解

yi,k+1 =


xi,k+1, ∥xi,k+1∥2 ≥ tk+1

s ,

0, ∥xi,k+1∥2 < tk+1
s .

(2.29)

综上所述，求解 SPCA-C的完整过程见算法 3。

算法 3求解 SPCA-C的优化算法
输入: 数据 A,参数 s, µ

初始化: k = 0,根据初始化策略得到 (X0, Y 0)

当未收敛时执行

1: 通过算法 1得到 Xk+1

2: 通过式 (2.29)得到 Y k+1

3: 检查收敛性

结束循环

输出: (Xk+1, Y k+1)

2.3 数值实验与分析

本节通过与代表性无监督特征选择方法的比较验证 SPCA-R和 SCPA-C的有效

性和优越性，这些方法包括LapScore [20]、UDFS [24]、SOGFS [27]、RNE [26]和 SPCAFS [22]。
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其中 LapScore、UDFS、SOGFS和 RNE通过 AutoUFSTool¬实现，SPCAFS­则是通过

下载作者提供的代码实现。

2.3.1 实验设置

2.3.1.1 实验数据

在实验中，使用六个真实数据集来比较无监督特征选择方法的性能表现，包括

一个物体图像数据集 COIL20®，两个面部图像数据集 warpPIE10P® 和 UMIST¯，一

个手写图像数据集 USPS®，两个生物数据集 GLIOMA®和 lung_discrete®。在这六个

真实数据集中，lung_discrete数据集是离散的，而其余的数据集是连续的。为了书写

方便，后续把 lung_discrete简写为 lungd，有关这些数据集的详细信息如表 2.1所示。

此外，COIL20和 UMIST数据集的可视化如图 2.2所示。

表 2.1 数据集信息

Table 2.1 The dataset information

数据集 特征数 样本数 类别数

COIL20 1024 1440 20
USPS 256 1000 10
lungd 325 73 7

GLIOMA 4434 50 4
UMIST 644 575 20

warpPIE10P 2420 210 10

2.3.1.2 参数设置

为了实验结果的公平性，下面首先规定所有比较方法的参数设置和选取规则。对

于 LapScore，采用热核模式构造相似度矩阵，并设置温度参数 t = 1。对于 LapScore、

UDFS、SOGFS和 RNE，构造加权矩阵时“邻居数”设置为 5。对于UDFS和 SOGFS，

聚类数设置为数据的类别数。对于 SPCAFS，ℓ2,p 范数选择 p = 1/2。对于 SOGFS、

SPCAFS、SPCA-R和 SPCA-C，投影维度固定为数据的类别数。

¬ https://github.com/farhadabedinzadeh/AutoUFSTool
­ https://github.com/quiter2005/algorithm
® https://jundongl.github.io/scikit-feature/datasets.html
¯ https://github.com/ycwang-libra/LpCNMF_github/tree/main/datasets
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(a) COIL20 (b) UMIST

图 2.2 数据集可视化结果

Figure 2.2 The dataset visualization results

根据文献 [22]中的参数设定，正则化参数和惩罚参数通过网格搜索策略从给定的

候选集合中调优，候选集设定为 {10−6, 10−4, 10−2, 100, 102, 104, 106}。对于所有数据

集，用于比较的特征数量从集合 {10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100}中选取。

2.3.1.3 初始化和停止准则

对于变量X，采用随机正交矩阵作为初始值X0，并设 Y 0 = X0。然而，随机正

交矩阵有很大的随机性。为了减小随机性带来的影响和增加可复现性，实验中获取

10个随机正交矩阵，并选择使 PCA方差 Tr(X⊤AA⊤X)最大的正交矩阵作为最终的

初始解 [74]。记模型 (2.10)和 (2.26)的目标函数分别为 f1(X,Y )和 f2(X,Y )，下面介

绍停止准则。

（1）算法 1检查收敛性时满足

grad g(W k
i+1) < 10−6 (2.30)

或最大迭代次数达到 100时停止。

（2）算法 2检查收敛性时满足

|f1(Xk+1, Y k+1)− f1(X
k, Y k)|

1 + |f1(Xk, Y k)|
≤ 10−3 (2.31)

或最大迭代次数达到 100时停止。

18



上海大学硕士学位论文

（3）算法 3检查收敛性时满足

|f2(Xk+1, Y k+1)− f2(X
k, Y k)|

1 + |f2(Xk, Y k)|
≤ 10−3 (2.32)

或者最大迭代次数达到 100时停止。

2.3.1.4 评价指标

为了评估无监督特征选择方法的性能，首先需要通过相应的方法获取所需的特

征子集，随后基于选定的特征子集使用 K 均值聚类算法获得伪标签，最后利用库

恩-蒙克雷斯（Kuhn-Munkres，KM）算法匹配伪标签与真实标签之间的最佳对应关

系。在实验中，选取准确率（Accuracy，ACC）和归一化互信息（Normalized Mutual

Information，NMI）评估聚类的性能。需要注意的是，K 均值聚类算法受初始点的影

响较大，所以选择执行 50次 K 均值聚类并计算出平均值和标准差，同时记录下最

优参数下的聚类结果。

ACC可以直观地看出聚类的准确度，定义为

ACC =
1

n

n∑
i=1

δ(ϕ(i), φ(i)), (2.33)

其中 ϕ(i)和 φ(i)分别表示通过 KM算法最佳匹配之后的第 i个伪标签和真实标签，

而 δ(·)是一个比较伪标签和真实标签的算子。如果 ϕ(i) = φ(i)，则 δ(ϕ(i), φ(i)) = 1，

否则 δ(ϕ(i), φ(i)) = 0。

NMI反映了聚类结果与真实结果之间的相似度，定义为

NMI =
I(P,Q)√
H(P )H(Q)

, (2.34)

其中 P 和 Q分别表示伪标签和真实标签集合，I(P,Q)表示两者的互信息，而H(P )

和 H(Q)则表示各自的熵。

ACC和NMI的值越大说明聚类结果越好，也反映出相应的无监督特征选择方法

性能越好。后续章节如果没有特殊说明，评价指标都采用 ACC和 NMI。

2.3.2 实验结果

图 2.3和图 2.4展示了不同特征数量下 ACC和 NMI的均值曲线，其中作为参考

基准的 ALLfea表示使用所有特征（即原始数据集）进行聚类。此外，表 2.2和表 2.3
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给出了在 100个特征范围内最佳 ACC和 NMI的平均值、标准差和相应的特征数量。

同时，最好和第二好的结果（除 ALLfea外）分别使用红色和蓝色标记。

从图 2.3中可以直观地看到，使用 ℓ2,0范数的 SPCA-R和 SPCA-C在六个数据集

上都表现出了优越的性能，ACC 曲线都处于所有曲线的上方，且在除 GLIOMA 数

据集外二者的表现较为接近。使用 ℓ2,p范数的 SPCAFS在 USPS和 warpPIE10P数据

集上与 SPCA-R和 SPCA-C较为接近，但是在其他数据集上有一定的差距。从表 2.2
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图 2.3 对比方法在六个真实数据集上的 ACC (%)曲线

Figure 2.3 The ACC (%) curves of compared methods on six real-world datasets
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图 2.4 对比方法在六个真实数据集上的 NMI (%)曲线

Figure 2.4 The NMI (%) curves of compared methods on six real-world datasets

中可以看到，除在 UMIST数据集外，ACC最好以及第二好的结果均来自 SPCAFS、

SCPA-R和 SPCA-C。特别地，利用 ℓ2,0 范数的 SCPA-R和 SPCA-C性能相较于使用

ℓ2,p 范数的 SPCAFS表现更加优异，在 COIL20和 GLIOMA数据集上分别有 6.06%

和 8.64%的提升，同时在所有方法的对比上也分别有 1.74%和 0.36%的提升。综合

六个数据集上的 ACC平均结果，SCPA-R和 SPCA-C有 2.83%的明显提升。

从图 2.4中也可以直观地看到与图 2.3类似的结果，使用 ℓ2,0范数的 SPCA-R和
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SPCA-C的 NMI曲线也都处于所有曲线的上方。虽然 SPCAFS有着不错的表现，但

是在 GLIOMA数据集远低于其他方法。从表 2.3中可以看到，NMI最好以及第二好

的结果均来自 SPCAFS、SCPA-R和 SPCA-C。特别地，使用 ℓ2,0 范数的 SCPA-R和

SPCA-C只在 USPS和 warpPIE10P数据集上没有同时取得前二，并且在这两个数据

集上也只比取得第二好结果的 SPCAFS 分别低 0.34% 和 0.58%。然而，在 COIL20

和 GLIOMA数据集上，使用 ℓ2,0 范数的 SCPA-R和 SPCA-C相较于使用 ℓ2,p 范数的

SPCAFS分别有 5.93%和 27.80%的提升，同时在所有方法的对比上也分别有 2.37%

和 0.91%的提升。需要注意的是，SPCAFS的NMI在GLIOMA数据集上非常低，但是

在 ACC上较为正常，这也意味着 ACC和 NMI并不是完全正相关的，因此使用两个

指标来评估特征选择的性能更加全面。综合六个数据集上的 NMI平均结果，SCPA-R

和 SPCA-C有 5.09%的明显提升。

经过上述实验结果可知，使用 ℓ2,0范数的 SPCA-R和 SPCA-C可以更充分地表示

数据的稀疏结构，选择出更具有判别性并包含更多信息的特征。此外，在 PCA的基

础上无论是将 ℓ2,0 范数加入到正则项还是约束项，其性能十分接近，且两者的平均

ACC和 NMI仅分别相差 0.18%和 0.05%。综上所述，与松弛类方法相比，使用 ℓ2,0

范数来表示稀疏结构可以提升无监督特征选择的性能。

2.3.3 稀疏度分析

从求解 SPCA-R的更新公式 (2.25)可以看出，求解 SPCA-R得到变量 Y 的稀疏度

与正则化参数 λ以及惩罚参数 µ的比值 λ/µ有关。当 λ/µ比值过大时容易得到全零

解，而过小时可能会学习不到稀疏结构。相反地，从求解 SPCA-C的更新公式(2.29)可

以发现，求解 SPCA-C得到变量 Y 的稀疏度和 s相关，并且 s可以根据实际的需求直

接手动调整。由于变量 Y 的更新与变量X相关，并且变量X的更新满足X⊤X = Im，

因此阈值 λ/µ < 1更为合理。从实际的实验结果也会发现，λ/µ ≥ 100时可能会出

现全零解，而 λ/µ ≤ 10−4 时学习不到稀疏结构。对此，本实验选择 λ/µ = 0.01分

析求解 SPCA-R得到变量 Y 的稀疏度，同时设定 s = 100分析求解 SPCA-C得到变

量 Y 的稀疏度。选取 USPS 和 lungd 数据集进行试验，设定 s = 100、λ = 100 和

µ = 10000。为了更完整地观察稀疏度的变化，把停止准则的相对误差设为 0，防止

算法因为满足收敛条件而提前停止。变量 Y 的稀疏度在更新过程中的变化如图 2.5

所示。
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图 2.5 SPCA-R和 SPCA-C在两个真实数据集上的稀疏度变化曲线

Figure 2.5 The sparsity variation curves of SPCA-R and SPCA-C on two real-world datasets

根据图 2.5可以观察到，通过 SPCA-R得到变量 Y 的稀疏度会随着迭代次数逐

渐下降，但是仍高于 SPCA-C。相反地，通过 SPCA-C得到变量 Y 的稀疏度并不改变，

仅与初始设置相关。此外，实际实验中 SPCA-R在正则化参数 λ与惩罚参数 µ的不

同取值下，存在全零解和学习不到稀疏结构的可能。因此，SPCA-C相较于 SPCA-R

可以避免无效解，并且拥有更低的稀疏度和更灵活的特征选择。

2.3.4 讨论

2.3.4.1 参数敏感度分析

正如前文所述，参数的取值会影响稀疏度，进而影响无监督特征选择的性能。本

小节对 SCPA-R的两个参数 λ和 µ以及 SPCA-C的两个参数 µ和 s进行了参数敏感

度分析，不同参数下的聚类结果分别如图 2.6和 2.7所示。

从图 2.6可以看出，参数 λ和 µ同时影响 SPCA-R特征选择的性能。特别在 lungd

数据集上，当 µ = 106且 λ ̸= 106时，ACC和 NMI明显降低。在稀疏度分析中提到

阈值 λ/µ过小可能学习不到稀疏结构，而 µ过大恰恰会导致阈值过小，因此性能的

影响可能是阈值变化的结果。此外，µ控制着约束 X = Y 的违反程度，也可能会影

响求解变量的结果。从图 2.7可以看出，参数 µ和 s同时影响 SPCA-C特征选择的性

能。同时，可以看到如图 2.6类似的结果，当 µ过大时会影响 SPCA-C的性能。此外，

s就是所选取的特征，这也是为什么 SCPA-C对 s的变化敏感，并且结果的变化趋势

和实验结果保持一致。
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图 2.6 SPCA-R在两个真实数据集上的参数敏感度分析结果

Figure 2.6 The parameter sensitivity analysis results of SPCA-R on two real-world datasets
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图 2.7 SPCA-C在两个真实数据集上的参数敏感度分析结果

Figure 2.7 The parameter sensitivity analysis results of SPCA-C on two real-world datasets
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2.3.4.2 模型收敛性分析

图 2.8 显示了进行特征选择时，SPCA-R 和 SPCA-C 的目标函数值 f1(X,Y ) 和

f2(X,Y )随迭次数变化的曲线。结果表明，SPCA-R和 SPCA-C在大多数情况下能够

持续下降，并在 100次迭代内达到稳定状态，这保证了它们在实际应用中的有效性。
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图 2.8 SPCA-R和 SPCA-C在两个真实数据集上的收敛曲线

Figure 2.8 The convergence curves of SPCA-R and SPCA-C on two real-world datasets

2.3.4.3 同模型对比分析

通过前面的实验已经验证了相比松弛模型 (2.5)，原始模型 (2.6)在无监督特征选

择上有更优越的性能。而对 SPCA-C模型，Nie等人 [43]研究了基于数据协方差矩阵秩

的全局最优算法和迭代代理更新算法，在文中把 SPCA-C模型描述为 FSPCA问题。

使用作者提供的程序¬与算法 3分别求解模型 (2.8)，执行K 均值聚类并记录 ACC和

NMI，表 2.4给出了对比实验的结果。

从表 2.4 中的结果可以观察到，SPCA-C 和 FSPCA 在 USPS 和 UMIST 数据集

上的性能相差不大，而在其他数据集上 SPCA-C 地表现优于 FSPCA。特别地，在

GLIOMA和 warpPIE10P数据集上，FSPCA的性能表现较差。这可能是因为 FSPCA

根据原始数据协方差矩阵的秩来设计算法，容易受到噪声和冗余影响。综合结果来

看，与 FSPCA相比，SPCA-C拥有更好的性能表现。同时也说明，对于非凸、非光

滑的 SPCA问题，即便模型相同，不同的优化算法也会导致差距较大的结果。

¬ https://github.com/tianlai09/FSPCA
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表 2.4 SPCA-R和 FSPCA在六个真实数据集上的 ACC（%）和 NMI（%）

Table 2.4 The ACC (%) and NMI (%) of SPCA-R and FSPCA on six real-world datasets

数据集 方法 ACC NMI

COIL20
SPCA-C 60.45±5.43 75.91±2.03
FSPCA 50.15±4.70 68.50±1.56

USPS
SPCA-C 67.31±4.55 60.64±2.55
FSPCA 67.38±4.36 62.00±1.87

lungd
SPCA-C 73.73±6.35 71.08±4.39
FSPCA 60.19±6.55 58.26±6.39

GLIOMA
SPCA-C 59.24±5.00 51.68±6.02
FSPCA 47.92±4.61 21.94±5.28

UMIST
SPCA-C 47.11±2.99 66.65±1.75
FSPCA 46.70±2.29 65.27±1.58

warpPIE10P
SPCA-C 48.37±4.02 53.05±3.16
FSPCA 28.01±2.27 23.90±2.01

2.4 本章小结

本章从 PCA出发，探讨了 ℓ2,0范数正则的 SPCA-R模型和 ℓ2,0范数约束的 SPCA-

C模型。针对两个模型都存在的正交约束，首先将其描述为一个黎曼空间中的 Stiefel

流形模型，然后利用信赖域算法求解。针对 ℓ2,0范数约束模型，利用硬阈值算子求得

一个灵活的显示解。大量的数值实验表明，相较于传统松弛方法而言，ℓ2,0范数更加

充分地表示稀疏结构，并且展现出其在无监督特征选择的性能优势。具体地，SPCA-C

在六个真实数据集上的平均 ACC和 NMI相较 SPCAFS分别有 2.83%和 5.99%的提

升。虽然 SPCA-R和 SPCA-C的平均 ACC和 NMI仅分别相差 0.18%和 0.05%，但

是 SPCA-R的阈值会随正则化参数变化，可能会导致完全稀疏或者完全不稀疏的情

况，而 SPCA-C通过 ℓ2,0 范数约束避免了上述情况的出现。值得注意的是，通过与

FSPCA的对比分析说明了设计有效的算法也是提升无监督特征选择性能的关键。
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第三章 基于双稀疏约束的无监督特征选择方法

上一章论述了 ℓ2,0 范数约束在无监督特征选择任务中的性能优势，但它仅能描

述单一的稀疏结构。当实际数据呈现出更加复杂的结构稀疏时，ℓ2,0范数容易忽略局

部结构信息，从而无法很好地完成特征选择。因此，本章将 ℓ2,0范数和 ℓ0范数双稀疏

约束嵌入到稀疏主成分分析框架中，建立了新的无监督特征选择模型，即 DSCOFS。

其核心思想在于，ℓ2,0 范数能够去除冗余特征，而 ℓ0 范数能够过滤掉不规则的噪声

特征，从而在一定程度上实现了与 ℓ2,0范数的互补，提升了特征判别的能力。在算法

方面，设计了基于一阶精确罚函数和硬阈值的优化策略，并且从理论上严格证明了

该算法所产生序列的收敛性。最后，大量的数值实验表明了双稀疏约束的有效性和

所提出 DSCOFS的优越性。

3.1 相关工作

文献 [75-76]表明，相比其他形式的范数，ℓ2,0范数更适合用于特征选择，并且能够

更有效地表示稀疏结构。回顾上一章用于同模型对比分析的 FSPCA和 SPCA-C，其

本质就是在 PCA中加入 ℓ2,0范数约束选择判别特征。具体的数学模型为

min
X

− Tr(X⊤AA⊤X)

s.t. X⊤X = Im, ∥X∥2,0 ≤ s,

(3.1)

其中 s > 0表示选择特征的数量。具体分析见模型 (2.8)，此处不再赘述。

当数据呈现出元素稀疏时，模型 (3.1)可能会导致较差的特征选择，从而影响聚

类结果 [77-78]。因此，一个自然的想法是考虑多个稀疏的混合以应对不同的稀疏结构。

经过查阅文献，本文发现一些研究已经将双稀疏应用于信号恢复 [79]、雷达成像 [80]、

压缩感知 [81] 和特征选择 [82]等领域，但它们并未对同一变量进行约束。值得注意的

是，在脑成像预测因子识别 [83] 和基因表达研究 [84] 中，成功地将 ℓ2,1范数与 ℓ1范数

正则化引入目标函数，且应用于同一变量。

然而，ℓ2,0 范数和 ℓ0 范数约束在确定稀疏结构时，比传统的正则化方法和松弛

技术更具灵活性和精确性 [85]。对于不同范数约束下所获得的稀疏情况如图 3.1所示。
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ℓ2,0 范数和 ℓ0 范数分别实现相应的行稀疏和元素稀疏，而 ℓ2,0 和 ℓ0 范数的双稀疏约

束去除了更多冗余特征，并实现了更加复杂的稀疏结构表示。此外，ℓ2,0范数和 ℓ0范

数双稀疏选择出了特征 1、4和 5，这与 ℓ2,0 稀疏选择出的特征 1、3和 5是不同的。

实际上，双稀疏可以看作连接单稀疏与实际稀疏的桥梁，更符合实际的稀疏分布。
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图 3.1 不同稀疏约束下获得的结果示例

Figure 3.1 The examples of results obtained by different sparsity constraints

3.2 数学模型与算法

本节首先提出双稀疏约束的模型，其次设计基于一阶精确罚函数和硬阈值的优

化算法，最后详细证明算法的收敛性。

3.2.1 数学模型

基于上述观察，本章借助非松弛的 ℓ2,0范数和 ℓ0范数构建了一种新的双稀疏约束

优化特征选择（Double Sparsity Constrained Optimization Feature Selection，DSCOFS），
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其数学模型为

min
X

− Tr(X⊤AA⊤X)

s.t. X⊤X = Im, ∥X∥2,0 ≤ s1, ∥X∥0 ≤ s2,

(3.2)

其中 s1 > 0 表示非零行的数量，s2 > 0 表示非零元素的数量。与单一 ℓ2,0 范数模

型(3.1)相比，DSCOFS的优势为

• ∥X∥0 ≤ s2可以过滤掉不规则的噪声和局部的元素稀疏项，弥补了 ∥X∥2,0 ≤ s1

的局限性，最终更容易识别出具有差异性的特征。

• 双稀疏在特征选择中提供了更多的灵活性，参数 s1 和 s2 可以根据实际任务直

接设定和调整。

最终，DSCOFS特征选择和聚类的流程如图 3.2所示。

……………

…

…

…

聚类结果原始特征 

 � 2,0 ≤ �1

 � 0 ≤ �2

……………

…

…
…

所选特征

图 3.2 DSCOFS特征选择和聚类的流程图

Figure 3.2 The flowchart of feature selection and clustering of DSCOFS

3.2.2 优化算法

对于模型 (3.2)，观察到它有三个非凸约束，即 X⊤X = Im、∥X∥2,0 ≤ s1 和

∥X∥0 ≤ s2。这些约束同时求解十分困难，受文献 [59] 的启发，这里采用一种更为有

效的方法——近端交替最小化（Proximal Alternating Minimization，PAM），它可以在

保证一定收敛性的同时交替更新变量。通过引入辅助变量 X = Y 和 X = Z，模型
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(3.2)可以改写为

min
X,Y,Z

− Tr(X⊤AA⊤X)

s.t. X⊤X = Im, ∥Z∥2,0 ≤ s1, ∥Y ∥0 ≤ s2,

X = Y, X = Z.

(3.3)

记

M = {X ∈ Rd×m | X⊤X = Im},

S1 = {Z ∈ Rd×m | ∥Z∥2,0 ≤ s1},

S2 = {Y ∈ Rd×m | ∥Y ∥0 ≤ s2}.

(3.4)

于是，利用惩罚函数方法，可以将模型 (3.3)转化为

min
X,Y,Z

− Tr(X⊤AA⊤X) + µ1∥X − Y ∥2F + µ2∥X − Z∥2F

s.t. X ∈M, Z ∈ S1, Y ∈ S2,
(3.5)

其中 µ1, µ2 > 0是惩罚参数。设 Xk、Y k 和 Zk 是第 k次更新的变量，同时在迭代过

程中引入近端参数 τ1, τ2, τ3 > 0，用于保证算法的收敛性。

（1）固定 Y 和 Z，更新 X：

min
X

− Tr(X⊤AA⊤X) + µ1∥X − Y k∥2F + µ2∥X − Zk∥2F + τ1∥X −Xk∥2F

s.t. X ∈M.

(3.6)

这是一个 Stiefel流形优化模型。上一章中采用了信赖域算法求解，不过 Hessian矩阵

的计算十分复杂且效率较低。尽管存在一些针对 Stiefel流形的优化方法，但其中多

是依赖于沿着M的测地线生成点，这使得计算效率依旧不高。为了保持 Stiefel流形

的结构并避免计算测地线，下面采用了一种称为精确罚函数 [86]的有效不可行方法。

这里“不可行”指的是变量在更新过程中不会严格处于流形约束中，而是控制在一

定的小范围内。根据文献 [87]，模型 (3.6)可以转化

min
X∈C

h(X) = l(X) + g(X), (3.7)

其中 C 为紧致凸约束，这里采用 Frobenius范数下半径为 ρ的球体，即 Bρ = {X ∈
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Rd×m | ∥X∥F ≤ ρ}。模型 (3.7)的第一项为

l(X) =− Tr(X⊤AA⊤X) + µ1∥X − Y k∥2F + µ2∥X − Zk∥2F + τ1∥X −Xk∥2F, (3.8)

第二项为

g(X) = −1

2
⟨Λ(X), X⊤X − Im⟩+

β

4
∥X⊤X − Im∥2F. (3.9)

在式 (3.9)中，惩罚参数 β > 0，同时有

Λ(X) =
1

2
(X⊤∇l(X) +∇l(X)⊤X). (3.10)

模型 (3.6)和模型 (3.7)在全局最小值的意义下的等价性已在文献 [86]中定理 3.2证明。

通过观察式 (3.10)可以发现，h(X)中包含了 ∇l(X)，这使得对 h(X)求导需要计算

l(X)的 Hessian矩阵。为此，本章考虑了 h(X)的近似梯度，即

D(X) =− 2AA⊤X + 2µ1(X − Y k) + 2µ2(X − Zk)

+ 2τ1(X −Xk)−XΛ(X) + βX(X⊤X − Im).
(3.11)

根据式 (3.11)，模型 (3.7)可以通过近似梯度下降法来求解。这里，梯度下降法的迭

代公式为

X̂k+1 = Xk − ηkD(Xk), (3.12)

其中，D(Xk)是 h(X)在点Xk处的近似梯度，而 ηk > 0是 Barzilai-Borwein步长 [88]。

如果任由迭代更新而不加以限制，更新得到的 X̂k+1 不能总满足 Stiefel 流形约

束M。因此，这里选择一个半径为 ρ >
√
m的球域。记 PBρ 是数据在球域 Bρ 上的

投影，则 Xk+1的更新可以表述为

Xk+1 = PBρ(X̂
k+1). (3.13)

通过收缩 Xk+1，可以保证更新的 Xk+1 始终处在球域 Bρ 内。而当更新的 Xk+1 足

够接近 Stiefel流形约束M时，则可以直接使用式 (3.12)来更新 Xk+1。综上，更新

Xk+1的详细迭代见算法 4。

33



上海大学硕士学位论文

算法 4精确罚函数方法求解模型 (3.6)
输入: 数据 A,参数 β, ρ, η

初始化: k = 0, X0 ← Xk

当未收敛时执行

1: 通过式 (3.11)计算 D(Xk)

2: 通过式 (3.12)计算 X̂k+1

3: 如果 ∥X̂k+1∥F > ρ执行

4: Xk+1 = ρ

∥X̂k+1∥F
X̂k+1

5: 否则

6: Xk+1 = X̂k+1

7: 结束判断

8: 检查收敛性

结束循环

输出: Xk+1

（2）固定 X 和 Z，更新 Y：

min
Y

∥Xk+1 − Y ∥2F + τ2∥Y − Y k∥2F

s.t. Y ∈ S2.
(3.14)

合并模型 (3.14)目标函数中的 Frobenius范数，可以改写为

min
Y

∥X
k+1 + τ2Y

k

1 + τ2
− Y ∥2F

s.t. Y ∈ S2.
(3.15)

记W k+1 = Xk+1+τ2Y k

1+τ2
。对W k+1取绝对值，将其中第 s2大的值记为 tk+1

s2
。通过硬阈

值算子 [89]可以直接得到 Y k+1的显示解

Y k+1
ij =


W k+1

ij , |W k+1
ij | ≥ tk+1

s2
,

0, |W k+1
ij | < tk+1

s2
,

(3.16)

其中 | · |表示绝对值。在实际应用中，可以根据需求设定不同稀疏度 s2，显示解 Y k+1

都可以很容易地按照式 (3.16)直接确定。
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（3）固定 X 和 Y，更新 Z：

min
Z

∥Xk+1 − Z∥2F + τ3∥Z − Zk∥22

s.t. Z ∈ S1.
(3.17)

类似于更新 Y k+1，模型 (3.17)可以改写为

min
Z

∥X
k+1 + τ3Z

k

1 + τ3
− Z∥22

s.t. Z ∈ S1.
(3.18)

同样地，记 V k+1 = Xk+1+τ3Zk

1+τ3
。计算 V k+1每一行的 ℓ2范数 ∥vi,k+1∥2，将其中第 s1大

的值记为 tk+1
s1
。考虑到 ℓ2,0范数的行稀疏性质，Zk+1有显示解

zi,k+1 =


vi,k+1, ∥vi,k+1∥F ≥ tk+1

s1
,

0, ∥vi,k+1∥F < tk+1
s1

.

(3.19)

通过式 (3.19)可以看出，Zk+1仅保留 ℓ2范数意义下最大的 s1行。同时，稀疏度 s1可

以如同 s2一样自由调整，这表明双稀疏约束在特征选择中能够提供更多的灵活性。

综上所述，求解 DSCOFS的完整过程见算法 5。从优化的角度来看，更新 Y k+1

和 Zk+1 的顺序对结果没有影响。然而，在特征选择的应用中，应该首先在 S2 上更

新 Y k+1 达到去除冗余的目的，然后在 S1 上更新 Zk+1 达到选择特征的目的。否则，

很难有效地影响特征选择的结果。

算法 5求解 DSCOFS的优化算法
输入: 数据 A,参数 s1, s2, µ1, µ2, τ1, τ2, τ3

初始化: k = 0,根据初始化策略得到 (X0, Y 0, Z0)

当未收敛时执行

1: 通过算法 4得到 Xk+1

2: 通过式 (3.16)得到 Y k+1

3: 通过式 (3.19)得到 Zk+1

4: 检查收敛性

结束循环

输出: (Xk+1, Y k+1, Zk+1)
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3.2.3 理论分析

3.2.3.1 收敛性分析

为了简化符号，将模型 (3.5)的目标函数记作

f(X,Y, Z) = −Tr(X⊤AA⊤X) + µ1∥X − Y ∥2F + µ2∥X − Z∥2F. (3.20)

显然，f(X,Y, Z)是连续可微的，其梯度为

∇f(X,Y, Z) =


∂
∂X

f(X,Y, Z)

∂
∂Y

f(X,Y, Z)

∂
∂Z

f(X,Y, Z)



=


−2(AA⊤X − µ1(X − Y )− µ2(X − Z))

2µ1(Y −X)

2µ2(Z −X)

 .

(3.21)

设 NM×S2×S1(X,Y, Z)表示为M×S2 × S1在点 (X,Y, Z)处的法锥，并记

λ0 = sup
X∈Bρ

max{1, ∥∇l(X)∥F},

λ1 = sup
X∈Bρ

max{1, ∥Λ(X)∥F},

λ2 = sup
X1,X2∈Bρ

max{1, ∥Λ(X1)− Λ(X2)∥
∥X1 −X2∥

},

(3.22)

其中，∥ · ∥表示矩阵的谱范数，即矩阵的最大奇异值，sup表示上确界。

定理 3.1 设 {(Xk, Y k, Zk)}是算法 5产生的序列，则 {f(Xk, Y k, Zk)}严格递减。

证明: 设 Xk+1、Y k+1 和 Zk+1 分别为模型 (3.6)、(3.14)和 (3.17)的解。对于任意的

Xk ∈M、Y k ∈ S2和 Zk ∈ S1，有

f(Xk+1, Y k, Zk) ≤ f(Xk, Y k, Zk)− τ1∥Xk+1 −Xk∥2F,

f(Xk+1, Y k+1, Zk) ≤ f(Xk+1, Y k, Zk)− τ2∥Y k+1 − Y k∥2F,

f(Xk+1, Y k+1, Zk+1) ≤ f(Xk+1, Y k+1, Zk)− τ3∥Zk+1 − Zk∥2F.

(3.23)
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由此可得

f(Xk+1, Y k+1, Zk+1) + τ1∥Xk+1 −Xk∥2F + τ2∥Y k+1 − Y k∥2F + τ3∥Zk+1 − Zk∥2F

≤ f(Xk, Y k, Zk).
(3.24)

因此，迭代更新规则使得目标函数序列是严格递减的。证毕。 □

引理 3.1 设 {(Xk, Y k, Zk)}是算法 5产生的序列，则 {(Xk, Y k, Zk)}有界。

证明: 序列 {(Xk, Y k, Zk)}的有界性通过反证法证明。假设序列 {(Xk, Y k, Zk)}是无

界的，因此有

lim
k→∞
∥(Xk, Y k, Zk)∥F =∞. (3.25)

根据式 (3.25)和 f(X,Y, Z)的强制性，序列 {f(Xk, Y k, Zk)}应发散到无穷大。记

∥Ek+1 − Ek∥2F = τ1∥Xk+1 −Xk∥2F + τ2∥Y k+1 − Y k∥2F + τ3∥Zk+1 − Zk∥2F. (3.26)

从式 (3.24)得到

f(Xk+1, Y k+1, Zk+1)

≤ f(Xk+1, Y k+1, Zk+1) + ∥Ek+1 − Ek∥2F ≤ f(Xk, Y k, Zk)

≤ f(Xk, Y k, Zk) + ∥Ek − Ek−1∥2F

≤ · · ·

≤ f(X0, Y 0, Z0),

(3.27)

这意味着 f(Xk, Y k, Zk) 对于任何 k 都有界，从而与假设矛盾。因此，序列

{(Xk, Y k, Zk)}有界。证毕。 □

推论 3.1 设 {(Xk, Y k, Zk)}是算法 5产生的有界序列，则 {(Xk, Y k, Zk)}满足

lim
k→∞
∥(Xk+1, Y k+1, Zk+1)− (Xk, Y k, Zk)∥F = 0. (3.28)
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证明: 设 K 是一个正整数且 K > 1。对式 (3.24)在 k = 0, 1, . . . , K − 1范围内求和，

得到

K−1∑
k=0

τ1∥Xk+1 −Xk∥2F + τ2∥Y k+1 − Y k∥2F + τ3∥Zk+1 − Zk∥2F

≤
K−1∑
k=0

(f(Xk, Y k, Zk)− f(Xk+1, Y k+1, Zk+1))

≤ f(X0, Y 0, Z0)− f(XK , Y K , ZK)

< +∞,

(3.29)

其中最后一个不等式成立是因为 f(X,Y, Z)有下界。因此

lim
k→∞

τ1∥Xk+1 −Xk∥2F + τ2∥Y k+1 − Y k∥2F + τ3∥Zk+1 − Zk∥2F = 0, (3.30)

于是

lim
k→∞
∥(Xk+1, Y k+1, Zk+1)− (Xk, Y k, Zk)∥F = 0. (3.31)

证毕。 □

定理 3.2 设 {(Xk, Y k, Zk)} 是算法 5 产生的序列，则 {(Xk, Y k, Zk)} 的任何聚点

(X∗, Y ∗, Z∗)都是模型 (3.5)的驻点（又称稳定点），即

0 ∈ ∇f(X∗, Y ∗, Z∗) + NM×S2×S1(X
∗, Y ∗, Z∗).

当 β ≥ max{2(λ0 + λ1), 2mλ2}，则 {(Xk, Y k, Zk)}收敛到模型 (3.5)的驻点。

证明: 根据文献 [90] 中的引理 5，想要证明 (X∗, Y ∗, Z∗)是模型 (3.5)的驻点，只需要

证明次梯度下界。设设 {(Xk+1, Y k+1, Zk+1)}是算法 5产生的序列，同时 Xk+1 是模

型 (3.7)的一个驻点。根据文献 [86] 中定理 3.1，对于 β ≥ max{2(λ0 + λ1), 2mλ2},则

Xk+1也是模型 (3.6)的一个驻点。根据模型 (3.6)的一阶最优性条件，得到

0 ∈ ∇Xf(X
k+1, Y k+1, Zk+1) + NM(Xk+1) + 2τ1(X

k+1 −Xk). (3.32)

同样地，对于模型 (3.14)和 (3.17)，有

0 ∈ ∇Y f(X
k+1, Y k+1, Zk+1) + NS2(X

k+1) + 2τ2(Y
k+1 − Y k),

0 ∈ ∇Zf(X
k+1, Y k+1, Zk+1) + NS1(X

k+1) + 2τ3(Z
k+1 − Zk).

(3.33)
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它们满足

Ak+1 = (Ak+1
X , Ak+1

Y , Ak+1
Z )

∈ ∇f(Xk+1, Y k+1, Zk+1) + NM×S2×S1(X
k+1, Y k+1, Zk+1).

(3.34)

进而得到

Ak+1
X ∈ ∇Xf(X

k+1, Y k+1, Zk+1) + NM(Xk+1),

Ak+1
Y ∈ ∇Y f(X

k+1, Y k+1, Zk+1) + NS2(Y
k+1),

Ak+1
Z ∈ ∇Zf(X

k+1, Y k+1, Zk+1) + NS1(Z
k+1).

(3.35)

使得

0 = Ak+1
X + 2τ1(X

k+1 −Xk),

0 = Ak+1
Y + 2τ2(Y

k+1 − Y k),

0 = Ak+1
Z + 2τ3(Z

k+1 − Zk).

(3.36)

因此，当取 τ = 2max{τ1, τ2, τ3}时，有

∥(Ak+1
X , Ak+1

Y , Ak+1
Z )∥F ≤ τ∥(Xk+1, Y k+1, Zk+1)− (Xk, Y k, Zk)∥F. (3.37)

上述证明只保证了算法 5产生的序列 {(Xk, Y k, Zk)}的子序列收敛到模型 (3.5)

的驻点。根据文献 [91]，当模型 (3.5)的目标函数满足 Kurdyka-Łojasiewicz性质时，则

可以证明整个序列的收敛性。事实上，约束集合M、S2 和 S1 以及它们的指示函数

是半代数的，因此它们的二次函数 f(X,Y, Z)也是半代数的。利用半代数函数的复

合函数仍然是半代数函数的性质，可以推导出

f(X,Y, Z) + δM(X) + δS2(Y ) + δS1(Z) (3.38)

也是半代数函数。这里，δM(X)表示集合M上的指示函数，即当X ∈M时，δM(X) =

0，否则 δM(X) =∞。因此，它在每个点上都满足 Kurdyka-Łojasiewicz性质。

最后，根据文献 [90]，结合引理 3.1、式 (3.37)以及 Kurdyka-Łojasiewicz性质得到

最终结论，即算法 5产生的序列 {(Xk, Y k, Zk)}收敛到模型 (3.5)的驻点。证毕。 □

定理 3.2表明，由算法 5产成的序列严格递减，这与文献 [22]中关于 SPCAFS的

结果类似。此外，在 Kurdyka-Łojasiewicz性质的帮助下，本章还建立了全局收敛性。
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3.2.3.2 复杂度分析

在算法 5中，更新X 的主要成本来自计算XX⊤，这需要 O(d2m)，另一个主要

成本来自 AA⊤，这需要 O(d2n)。至于更新 Y，需要获取W 并将其投影到 S2，这需

要 O(dm)和 O(dmlogs2)。同样，更新 Z 需要 O(dm)和 O(dlogs1)。总的来说，算

法 5中每次迭代的复杂度为 O(d2n)。

3.3 数值实验与分析

为了验证 DSCOFS 的有效性，本节将与 LapScore [20]、UDFS [24]、SOGFS [27]、

RNE [26]、FSPCA [43]、SPCAFS [22]和 SPCA-PSD [37]进行比较。其中 PCA-PSD¬ 则通

过下载作者提供的代码实现，其余方法的实现与章节 2.3保持一致。

3.3.1 实验设置

3.3.1.1 实验数据

在实验中，使用三个合成数据集和八个真实数据集。其中三个合成数据包括

2Spiral­，Banana­ 和 Dartboard­ 数据集，八个真实数据集中除了章节 2.3.1.1 的

六个，还增加了一个语音字母识别数据集，即 Isolet®，以及一个深度学习数据集，

即 MSTAR_SOC_CNN¯。为了方便书写，后续把数据集 MSTAR_SOC_CNN简写为

MSTARSC，有关这些数据集的详细信息如表 3.1所示。

3.3.1.2 参数设置

关于参数，沿用了章节 2.3.1.2的设置。对于 DSCOFS，投影维度固定为数据的

类别数，元素稀疏度参数设置为 s2 = cdm，其中 c 是稀疏度百分比，表示保留元

素个数的百分比，而 dm 是变换矩阵 X 中的元素总数。此外，稀疏度百分比 c 从

{0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9}中选择。

¬ https://github.com/zjj20212035/SPCA-PSD
­ https://github.com/milaan9/Clustering-Datasets/
® https://jundongl.github.io/scikit-feature/datasets.html
¯ https://github.com/zjj20212035/SPCA-PSD
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表 3.1 数据集信息

Table 3.1 The dataset information

类型 数据集 特征数 样本数 类别数

合成数据
2Spiral 9 1000 2
Banana 9 1000 2

Dartboard 9 1000 4

真实数据

COIL20 1024 1440 20
USPS 256 1000 10
lungd 325 73 7

GLIOMA 4434 50 4
UMIST 644 575 20

warpPIE10P 2420 210 10
Isolet 617 1560 26

MSTARSC 1024 2425 10

3.3.1.3 初始化和停止准则

对于 DSCOFS，初始变量 X0 采用与章节 2.3.1.3 中相同的初始化策略，并设

Z0 = Y 0 = X0。此外，算法 4的停止准则与精确罚函数方法 [86]中一致。算法 5检查

收敛性时满足

|f(Xk+1, Y k+1, Zk+1)− f(Xk, Y k, Zk)|
1 + |f(Xk, Y k, Zk)|

≤ 10−3 (3.39)

或最大迭代次数达到 100时停止。

3.3.2 实验结果

3.3.2.1 合成数据集上的实验

最初的三个合成数据集只包含两个真实特征和许多数据点，所有数据点被分为

若干类别并构成直观的图案。为了体现特征选择的能力，利用原始特征的均值和方

差生成七个高斯噪声特征，并将原始特征放置在第 4和第 5个特征的位置。Banana

数据集从原始数据集的两个类别中分别随机选择 500个样本组合而成。本次实验主

要选择了基于 SPCA的无监督特征选择方法，包括 FSPCA、SPCAFS、SPCA-PSD和

DSCOFS。值得注意的是，FSPCA采用 ℓ2,0范数，SPCAFS采用 ℓ2,p (0 < p ≤ 1)范数，

SPCA-PSD采用 ℓ2,1范数，而 DSCOFS采用 ℓ2,0范数和 ℓ0范数构成的双稀疏约束。
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图 3.3 合成数据集的原始分布和特征选择结果

Figure 3.3 The original distribution and feature selection results on the synthetic datasets
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执行所有对比的无监督特征选择方法，选取相应方法下排名前二的特征，利用

两个特征作为坐标并绘制散点图。图 3.3 显示了三个合成数据集的特征选择可视化

结果。图 3.3中的 (a)、(f)和 (k)是所选的三个合成数据集经过加噪之后的数据分布，

(b) - (e)是对比方法在 2Spiral数据集上的特征选择结果，(g) - (j)是在 Banana数据集

上的特征选择结果，(l) - (o)是在 Dartboard数据集上的特征选择结果。与前面规定

的一致，正确的特征是特征 4 和特征 5。从图中可以看出，DSCOFS 在所有三个数

据集上都选择了正确的特征。对于 FSPCA和 SPCAFS，只有在 2Spiral数据集上选择

了正确的特征，而 SPCA-PSD仅在 Banana数据集上选择了正确的特征。此外，除了

DSCOFS方法外，其他方法在 Dartboard数据集上都无法选择正确的特征。显然，不

同的稀疏结构会导致特征选择结果的不同。相比之下，本章提出的 DSCOFS同时考

虑了全局结构稀疏和局部元素稀疏，在面对不同数据结构时依然有强大的特征辨识

能力，这为无监督特征选择提供了更多可能性。

3.3.2.2 真实数据集上的实验

图 3.4和图 3.5展示了不同特征数量下 ACC和 NMI的平均曲线，其中作为参考

基准的 ALLfea表示使用所有特征进行聚类。表 3.2和表 3.3给出了在 100个特征范

围内最佳 ACC和 NMI的平均值、标准差和相应的所选特征数量。同时，最好和第

二好的结果（除 ALLfea外）分别用红色和蓝色标记。

从图 3.4 可以看出，本章提出的 DSCOFS 在所有数据集上都表现出卓越的性

能，并且是唯一在所有数据集上都超过基线的方法。在 COIL20和 Isolet数据集上，

DSCOFS几乎在所有特征数下都位于所有方法的第一位且明显高于第二位。从表 3.2

可以观察到，对于 COIL20数据集，UDFS的表现超过了 FSPCA、SPCAFS和 SPCA-

PSD，但仍低于DSCOFS。对于 Isolet数据集，DSCOFS比 FSPCA、SPCAFS和 SPCA-

PSD分别提高了 6.05%、6.63%和 7.76%。在八个数据集上的平均ACC结果，DSCOFS

相比其他无监督特征选择方法提升了至少 3.34%。

从图 3.5可以观察到与图 3.4类似的结果，DSCOFS在所有数据集上都有不错的

效果。与其他对比方法相比，DSCOFS在除了 GLIOMA的所有数据集上都取得了最

佳结果。从表 3.3也可以直观地看到，在 COIL20和 Isolet数据集上，NMI结果有较

明显的提升，这和前面 ACC的结果一致。具体地，DSCOFS在 COIL20和 Isolet数

据集上分别提高了 2.71%和 4.22%。值得注意的是，FSPCA、SPCAFS、SPCA-PSD
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图 3.4 对比方法在八个真实数据集上的 ACC (%)曲线

Figure 3.4 The ACC (%) curves of compared methods on eight real-world datasets
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图 3.5 对比方法在八个真实数据集上的 NMI (%)曲线

Figure 3.5 The NMI (%) curves of compared methods on eight real-world datasets
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和 DSCOFS在除了 COIL20的所有数据集上获得了最好和第二好的结果，这表明了

SPCA在特征选择中具有较好的前景。在八个数据集上的平均 NMI结果，DSCOFS

相比其他无监督特征选择方法提升了至少 3.02%。

由此可以得出结论，DSCOFS中的双稀疏约束能够处理比单稀疏约束更复杂的

稀疏结构，增强了局部特征的辨别能力，从而提高了特征选择的性能。

3.3.3 消融实验

虽然实验结果验证了 DSCOFS的有效性，但无法直观地观察到加入元素稀疏的

作用。下面将通过消融实验分析双稀疏的效果。

表 3.4 在八个真实数据集上消融实验的 ACC(%)、NMI(%)和 FSR(%)

Table 3.4 The ACC (%), NMI (%) and FSR (%) of ablation study on eight real-world datasets

类型 ∥X∥0 ≤ s ACC NMI FSR

COIL20
5 60.25±4.52 75.89±1.58

84
! 60.51±4.42 76.25±1.71

USPS
5 67.84±3.71 60.90±1.95

68
! 69.67±4.97 64.06±2.58

lungd
5 71.42±7.95 69.74±6.11

92
! 73.12±8.48 70.98±7.00

GLIOMA
5 58.24±5.04 49.76±6.12

85
! 60.88±6.31 51.06±6.19

UMIST
5 47.33±3.05 67.44±1.88

95
! 48.10±3.01 67.24±1.85

warpPIE10P
5 47.91±4.99 51.19±3.79

89
! 49.00±3.88 52.65±3.29

Isolet
5 57.29±3.44 72.82±1.87

52
! 59.67±3.46 75.01±1.35

MSTARSC
5 82.06±6.87 81.01±2.41

99
! 82.59±7.41 81.14±3.13

首先，本章引入了一种新的评估指标，称为特征相似率（Feature Similarity Rate，

FSR）。设 TDSCOFS 和 T2,0 分别表示 DSCOFS模型和仅使用 ℓ2,0 范数模型选择出的特

征集合。FSR定义为

FSR =
1

n
card(TDSCOFS ∩ T2,0), (3.40)
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图 3.6 稀疏投影矩阵 X 在四个真实数据集上的可视化

Figure 3.6 The sparse visualization of the projection matrix X on four real-world datasets
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其中，n是计算 FSR时选择的特征数量，card(·)表示集合中的个数。从式 (3.40)可

以得知，FSR本质上表示两个特征选择结果集合之间重叠特征的百分比。因此 FSR

越小，两个特征集差异越大。表 3.4记录了在 100个特征内最佳 ACC和相应的 NMI，

其中 5表示仅考虑 ℓ2,0范数约束，而!表示本章提出的双稀疏约束。

从表 3.4 可以看出，本章提出的 DSCOFS 通过引入元素稀疏后在 ACC 和 NMI

都有一定程度的提升。此外，可以观察到 FSR在不同的数据集上变化较大。特别是

在USPS和 Isolet数据集上，FSR值分别为 68%和 52%，这表明添加元素稀疏选择的

特征与仅使用 ℓ2,0范数选择的特征存在一定差异。进一步，图 3.6可视化了 COIL20、

USPS、GLIOMA和 Isolet四个 FSR较小的真实数据集的投影矩阵。从图中可以清晰

地观察到，相比于仅使用 ℓ2,0范数，使用双稀疏得到了更加稀疏的变换矩阵，并且保

留了不同的特征。尤其在 USPS和 Isolet数据集上差距明显，这也直观地解释了为什

么 DSCOFS在这两个数据集上有较明显的提升。

3.3.4 讨论

3.3.4.1 统计检验

Friedman检验是一种基于排名的统计方法，常用于比较多种方法的平均性能是

否存在显著差异。以 ACC指标为例，对每种方法在八个数据集上的 ACC进行排名，

从最好到最差赋予排名值 1到 8，并最终取所有数据集上的平均排名。当多种方法在

同一数据集上的准确度相同时，采用平均排名值，如排名 4和 5的方法一样就都赋

予 4.5。在本实验中，Friedman检验的原假设 H0表示所有对比方法的性能没有显著

差异。在显著性水平设定为 α = 0.05的情况下，从表 3.5中可以看到 p = 0.0001，这

意味着结果拒绝原假设H0。因此，Friedman检验表明所有对比方法之间确实存在显

著差异。

遗憾的是，Friedman检验是对整体差异性的检验，无法确定其中两种方法之间

是否存在显著差异。为了进一步探究不同方法的差异性，下面进行后验 Nemenyi检

验。它可以通过临界差异（Critical Difference，CD）值来衡量差异，当两种方法在同

一个 CD值内意味着这两种方法没有显著的差异性。

图 3.7显示了后验 Nemenyi检验的相应结果。本章提出的 DSCOFS与 LapScore、

UDFS、SOGFS、RNE和 FSPCA有显著差异，但与 SPCA-PSD和 SPCAFS没有显著

差异。而 SPCA-PSD和 SPCAFS与 LapScore、UDFS、SOGFS、RNE和 FSPCA没有
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表 3.5 ACC指标下 DSCOFS的 Friedman检验结果

Table 3.5 The Friedman test results of DSCOFS in terms of ACC

方法 平均排名 p值 假设

LapScore 6.000

0.0001 拒绝

UDFS 4.750
SOGFS 5.750
RNE 6.125

FSPCA 5.500
SPCAFS 3.750

SPCA-PSD 3.125
DSCOFS 1.000

Critical Distance=3.7122

8 7 6 5 4 3 2 1

DSCOFS

SPCA-PSD

SPCAFS

UDFSFSPCA

LapScore

SOGFS

RNE

图 3.7 ACC指标下 DSCOFS的后验 Nemenyi检验结果

Figure 3.7 The post-hoc Nemenyi test results of DSCOFS in terms of ACC

显著差异。值得注意的是，DSCOFS与具有 ℓ2,0范数约束的 FSPCA之间存在显著差

异，这也表明加入了 ℓ0范数双稀疏约束的优势。

3.3.4.2 参数敏感度分析

对于DSCOFS而言，参数 s1和 s2 = cdm分别控制着两个稀疏度，是影响无监督

特征选择性能的关键。下面选取 s1和 c作为敏感度分析的参数，结果如图 3.8所示，其

中 c表示稀疏度的百分比。可以看出，ACC和NMI会受到稀疏度百分比 c的影响而波

动。但是，大部分变化集中在高稀疏性，即低稀疏度百分比 c = {0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5}

范围内。对于 USPS数据集来说，当 c = 0.1时，性能有明显地提高，这也表明了元

素稀疏可以增强模型的特征选择能力。
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(f) lungd (NMI)
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(g) Isolet (ACC)

40

0
.1

60

0
.2

0
.3

1
0
0

9
0

0
.4

8
0

0
.5

7
0

0
.6

6
05
0

0
.7

4
0

0
.8

3
0

0
.9

2
01
0

(h) Isolet (NMI)

图 3.8 DSCOFS在四个真实数据集上的参数敏感度分析结果

Figure 3.8 The parameter sensitivity analysis results of DSCOFS on four real-world datasets
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3.3.4.3 模型收敛性分析

图 3.9 显示了在执行特征选择时，DSCOFS 的目标函数值随迭代次数的变化曲

线。结果表明，DSCOFS在大多数情况下能够持续下降，并在 100次迭代内达到稳

定状态。这与定理 3.2中给出的结论一致，验证了算法的有效性。
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图 3.9 DSCOFS在四个真实数据集上的收敛曲线

Figure 3.9 The convergence curves of DSCOFS on four real-world datasets

3.3.4.4 模型稳定性分析

为了探究模型的稳定性，本实验记录了最好的聚类均值结果中 50次的值，如图

3.10所示。图中将 50次聚类结果排序，去除离群值（用红色加号表示）后，分别在

排名百分之 0%，25%，50%，75%和 100%处绘制横线。将排名 25%至 75%的数据

绘制为“箱体”，排名 50%的数据作为中位线。可以观察到，DSCOFS聚类结果有一

定的波动，但整体结果优于其他对比方法。特别是在 Isolet数据集上，DSCOFS最低

值已经超过或接近其他方法的中位数值。尽管 DSCOFS在 lungd数据集上波动较大，

但平均结果仍略优于其他方法。因此，这些结果说明了 DSCOFS具有不错的稳定性。
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图 3.10 对比方法在四个真实数据集上的模型稳定性

Figure 3.10 The model stability of compared methods on four real-world datasets
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3.3.4.5 与深度学习的对比分析

本实验将选取了一个基于深度学习的无监督特征选择方法（即 TSFS+TSNE [92]）

进行简单的讨论，如表 3.6所示。可以看到，与TSFS+TSNE相比，本章提出的DSCOFS

表现优越。在USPS和 lungd数据集上，DSCOFS的表现优于 TSFS+TSNE，其中ACC

指标分别提高了 7.71%和 8.76%。这可能是因为像 TSFS+TSNE这类基于深度学习的

无监督特征选择方法需要大量的样本数据集进行训练，而 DSCOFS由于其增强的可

解释性和泛化能力，在较小的数据集上也可以有不错的表现。

表 3.6 DSCOFS和 TSFS+TSNE在四个真实数据集上的 ACC（%）和 NMI（%）

Table 3.6 The ACC (%) and NMI (%) of DSCOFS and TSFS+TSNE on four real-world datasets

方法 方法 ACC NMI

COIL20
TSFS+TSNE 60.80±3.83 71.59±1.46

DSCOFS 60.51±4.42 76.25±1.71

USPS
TSFS+TSNE 61.96±3.96 56.20±1.20

DSCOFS 69.67±4.97 64.06±2.58

lung_discrete
TSFS+TSNE 64.36±7.24 61.61±5.70

DSCOFS 73.12±8.48 70.98±7.00

Isolet
TSFS+TSNE 60.40±4.34 76.13±1.54

DSCOFS 59.67±3.46 75.01±1.35

3.4 本章小结

本章通过巧妙地结合 ℓ2,0范数和 ℓ0范数约束，提出了基于双稀疏约束的DSCOFS

模型。利用双稀疏特性，DSCOFS能够学习更多的稀疏结构，从而过滤掉冗余和不

相关的特征，达到更准确和有效的特征辨别。在算法方面，将精确罚函数方法和硬

阈值引入到 PAM框架中，设计了一种有效的优化算法。在理论方面，严格证明了算

法的收敛性，即序列全局收敛到驻点。最后，大量的数值实验验证了 DSCOFS的优

越性和局部特征辨别的准确性。具体地，DSCOFS在八个真实数据集上的平均 ACC

和 NMI相较其他无监督特征选择方法分别至少提升了 3.34%和 3.02%。此外，本章

还引入了一种新的特征差异性度量，直观地分析了元素稀疏如何增强特征选择的能

力并成功弥补单稀疏的局限性。
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第四章 基于对比学习和双稀疏约束的无监督特征选择
方法

上一章阐述了双稀疏约束优化 DSCOFS模型的优势，然而该模型采用了欧式距

离来度量样本的邻接关系，缺乏对特征间相关性的建模能力，无法有效捕捉潜在的

结构信息。因此，本章在 DSCOFS的基础上，提出了一种融合自表示学习和对比学

习的无监督特征选择模型，即 DSCOFS-CL。具体而言，通过在原始空间和投影空间

联合学习自表示矩阵，同时引入对比学习损失充分考虑样本之间的关系，进而使构

建的最优图可以很好地刻画空间结构。此外，对自表示矩阵施加低秩约束来代替传

统的稀疏约束，可以保留图的全局结构。在算法方面，设计了基于梯度下降和硬阈

值的优化策略，并在理论上证明了该算法产生序列的收敛性。最后，大量的数值实

验验证了对比学习的有效性和所提出 DSCOFS-CL的优越性。

4.1 相关工作

除了第二章提到了最大相关性描述，PCA还有另外一种描述。具体地，寻找一

个低维的变换矩阵 X，使得数据 A可以通过重构数据 XX⊤A近似并使得误差最小。

因此，最小化重构误差的 PCA模型为

min
X

∥A−XX⊤A∥2F

s.t. X⊤X = Im.

(4.1)

最小化重构误差模型通常采用 Frobenius范数作为度量标准，而该范数隐含地假设各

特征之间具有相同的尺度和重要性。但是在实际数据中，特征之间的尺度和分布往

往存在差异性。这意味着，即使仅有少数噪声和离群值，其平方差也可能显著增加，

甚至可能导致误差评估失真。虽然 SPCA一定程度缓解了数据噪声和冗余的情况，但

是使用何种范数度量重构误差仍是一个值得深入研究的问题。

为了提高稳定性，Ke等人 [93]采用 ℓ1范数度量重构误差，其数学模型为

min
X

∥A−XX⊤A∥1

s.t. X⊤X = Im.

(4.2)
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与 Frobenius范数不同，ℓ1范数刻画的是所有元素的绝对值之和，因此对少数噪声和

离群值的影响相对较小。当数据中存在较多不相关或冗余特征时，ℓ1 范数倾向于找

到较少的非零元素。

值得注意的是，ℓ1 范数不具有旋转不变性 [94]，且依赖数据本身结构的方向性。

此外，ℓ1 范数不能正确计算重构数据和原始数据之间的欧氏距离。为了解决上述问

题，Wang等人 [95]使用 ℓ2,p (0 < p < 2)范数度量重构误差，其数学模型为

min
X

∥A−XX⊤A∥p2,p

s.t. X⊤X = Im.

(4.3)

这里，ℓ2,p范数与 Frobenius范数相比，降低了少数噪声和离群值的影响。因此，ℓ2,p

范数在保留原本旋转不变性的同时又具有一定的鲁棒性。在实际的应用中，p常取值

为 (0, 1)，而当 p取一个非常小的值时，ℓ2,p范数将会失去区分正确样本的能力 [38]。

上述模型没有很好地考虑样本之间的关系，这使得判别性能较差，难以满足下

游任务的需要。随着机器学习和深度学习技术的发展，基于对比学习 [96]的判别方法

得到了广泛的关注。对比学习通过最大化正对之间的相似性和负对之间的距离提高

判别性 [97]，一方面有效地缩小相似样本表示之间的距离，另一方面又将不同类的样

本分开，进而学习到数据结构中存在的潜在类别信息。

给定数据 A = [a1, a2, . . . , an] ∈ Rd×n和重构数据 Â = [â1, â2, . . . , ân] ∈ Rd×n。受

到负样本共享的采样策略 [98]的启发，给定一个样本 ai，其相应的正样本为 âi，而剩

余的 2(n − 1)个均视为负样本。为了度量对比学习损失误差，可以使用归一化温度

缩放交叉熵损失（NT-Xent）[99]来实现最大化正对之间的相似性和最小化负对之间的

相似性。具体地，对于 ai，其交叉熵损失为

Lc(ai) = − log
exp(s(ai, âi)/τ)∑n

j=1,j ̸=i exp(s(ai, aj)/τ) +
∑n

j=1 exp(s(ai, âj)/τ)
, (4.4)

其中 τ 是用来控制相似度计算的温度参数，s(ai, âj)为相似度度量，这里取 s(ai, âj) =

a⊤
i âj。同样地，âi的交叉熵损失为

Lc(âi) = − log
exp(s(âi, ai)/τ)∑n

j=1,j ̸=i exp(s(âi, âj)/τ) +
∑n

j=1 exp(s(âi, aj)/τ)
. (4.5)

对于交叉熵损失 (4.4)和 (4.5)而言，分母越大表示样本的相似度越高，相反地，分母

越小表示样本的相似度越低，即负样本对的相似度越低。最终可以得到对比学习的
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损失函数

Lc(A, Â) =
1

2n

n∑
i=1

(Lc(ai) + Lc(âi)). (4.6)

图 4.1 展示了分别利用欧式距离度量和对比学习损失得到的投影空间结果。从

图中可以看出，利用欧式距离评估相似度可能会导致不同类别样本之间的相似度较

高，而同类别的相似度较低，这使得投影空间中不同类别样本之间的划分不清晰。相

比之下，采用对比学习损失设定正负样本对后，投影空间中的同类样本因为包含了

大量相似信息而更加紧凑，且不同类别样本之间的边界更加明显，从而提升了判别

性能。

欧式距离近
高相似度

欧
式
距
离
远

低
相
似
度

负样本对
低相似度

正
样
本
对

高
相
似
度

特征相似度评估原始空间

欧式距离度量

对比学习
损失

投影空间

图 4.1 不同度量得到的投影空间

Figure 4.1 The projection spaces obtained from different metrics

基于上述分析，Qian等人 [38]结合 PCA和对比学习，构建了如下无监督特征选

择模型

min
X

Lc(A,XX⊤A) + α∥X∥21,2 + β∥X⊤A∥21,2

s.t. X⊤X = Im,

(4.7)

其中 α, β > 0是正则化参数。这里，∥X∥1,2 =
√∑m

j=1(
∑d

i=1 |Xij|)2，用于实现自表

示矩阵 Z 的列稀疏。实验表明，使用对比学习损失度量重构误差可以挖掘数据的有

效信息，实现更好的无监督特征选择性能。
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考虑到削弱原始空间噪声以及在投影空间保持相似结构的重要性，Qian 等

人 [32]引入了自表示框架，进一步建立了如下模型

min
X,Z

Lc(A,AZ) + λLc(X
⊤A,X⊤AZ) + α∥X∥21,2 + β∥Z∥21,2

s.t. X⊤X = Im, Diag(Z) = 0,

(4.8)

其中 Z 是自表示矩阵，λ > 0 用于控制投影空间数据对特征选择的影响程度。AZ

和 X⊤AZ 分别表示原始空间数据 A 和投影空间数据 X⊤A 通过自表示的重构数据，

Diag(Z) = 0是为了防止简单解 Z = E。通过联合学习自表示矩阵，可以很好地刻画

原始空间和投影空间的几何结构。后续把模型 (4.8)记为融合对比学习的稀疏主成分

分析（SPCA with Contrastive Learning，SPCA-CL）。

4.2 数学模型与算法

本节首先提出基于对比学习和双稀疏约束的数学模型，其次设计基于梯度下降

和硬阈值的优化算法，最后证明算法的收敛性。

4.2.1 数学模型

利用对比学习考虑数据结构信息的特性，并借助上一章构建的DSCOFS，提出融

合对比学习的双稀疏约束优化特征选择（DSCOFS with Contrastive Learning，DSCOFS-

CL），其数学模型为

min
X,Z

λLc(A,AZ) + (1− λ)Lc(X
⊤A,X⊤AZ)

s.t. X⊤X = Im, ∥X∥2,0 ≤ s1, ∥X∥0 ≤ s2,

rank(Z) ≤ r, Diag(Z) = 0,

(4.9)

其中 0 < λ < 1用于调节原始空间和投影空间参与自表示学习的比重，r > 0用于控

制矩阵 Z的秩，可根据实际需求进行设置。与模型 (4.8)相比，本章提出的 DSCOFS-

CL方法具有以下优势：

• 引入 rank(Z) ≤ r可以保持自表示矩阵的全局结构。

• 嵌入 ∥X∥2,0 ≤ s1 和 ∥X∥0 ≤ s2 的双稀疏约束，能够提升特征选择的性能（已

在第三章验证）。

• 参数 λ可平衡原始空间与投影空间中对比学习损失项的权重。
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最终，DSCOFS-CL特征选择的流程如图 4.2所示。

原始空间
 

 � 0 ≤ �2 � 2,0 ≤ �1

特征提取 对比
学习

 本章提出的
DSCOFS-CL

正对样本

负对样本

自表示重构

投影空间

自表示重构 正对样本

负对样本

图学习 双稀疏约束

图 4.2 DSCOFS-CL特征选择的流程图

Figure 4.2 The flowchart of feature selection of DSCOFS-CL

4.2.2 优化算法

显然，模型 (4.9)是非凸、非光滑的优化模型，且对比学习损失的计算较为繁琐。

首先引入辅助变量 X = P、X = Q和 Z = Y，将模型 (4.9)等价转化为

min
X,Z,Y,P,Q

λLc(A,AZ) + (1− λ)Lc(X
⊤A,X⊤AZ)

s.t. X⊤X = Im, P ∈ S1, Q ∈ S2,

Y ∈ R, Z ∈ D,

Z = Y, X = P, X = Q,

(4.10)

其中

S1 = {P ∈ Rd×m | ∥P∥2,0 ≤ s1},

S2 = {Q ∈ Rd×m | ∥Q∥0 ≤ s2},

R = {Y ∈ Rn×n | rank(Y ) ≤ r},

D = {Z ∈ Rn×n | Diag(Z) = 0}.

(4.11)
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利用惩罚函数方法，将模型 (4.10)转化为以下形式

min
X,Z,Y,P,Q

λLc(A,AZ) + (1− λ)Lc(X
⊤A,X⊤AZ) + µ∥X⊤X − Im∥2F

+ α∥Z − Y ∥2F + β∥X − P∥2F + γ∥X −Q∥2F

s.t. Z ∈ D, Y ∈ R, P ∈ S1, Q ∈ S2,

(4.12)

其中 µ, α, β, γ > 0是惩罚参数。设Xk、Zk、Y k、P k和Qk是第 k次更新的变量，同

时在迭代过程中，引入近端参数 0 < τi < ∞ (i = 1, 2, 3, 4, 5)，从而保证算法的收敛

性。

（1）固定 Y、Z、P 和 Q，更新 X：

min
X

(1− λ)Lc(X
⊤A,X⊤AZk) + µ∥X⊤X − Im∥2F

+ β∥X − P k∥2F + γ∥X −Qk∥2F + τ1∥X −Xk∥2F.
(4.13)

由于模型 (4.13)的目标函数涉及对比学习计算，无法直接写出显示解。然而，模型

(4.13)是一个无约束的优化模型，可以通过梯度下降法求解。设目标函数为 f(X)，则

Xk+1的更新可以下式计算

Xk+1 = Xk − η1
∂f(X)

∂X
, (4.14)

其中 η1 > 0表示更新的步长。

（2）固定 X、Y、P 和 Q，更新 Z：

min
Z

λLc(A,AZ) + (1− λ)Lc(X
⊤,k+1A,X⊤,k+1AZ)

+ α∥Z − Y k∥2F + τ2∥Z − Zk∥2F

s.t. Diag(Z) = 0

(4.15)

为了使 Z 的对角元素为零，可以将 Z 设为M −Diag(M)，其中 Diag(M)是由M 对

角元素组成的对角矩阵。于是，模型 (4.15)可以改写为

min
M

λLc(A,A(M − Diag(M)))

+ (1− λ)Lc(X
⊤,k+1A,X⊤,k+1A(M − Diag(M)))

+ α∥M − Diag(M)− Y k∥2F

+ τ2∥M − Diag(M)−Mk + Diag(Mk)∥2F.

(4.16)
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设模型 (4.16)的目标函数为 h(M)，则Mk+1可以通过梯度下降计算

Mk+1 = Mk − η2
∂h(M)

∂M
, (4.17)

其中 η2 > 0表示更新的步长。从而可以得到

Zk+1 = Mk+1 − Diag(Mk+1). (4.18)

（3）固定 X、Z、P 和 Q，更新 Y：

min
Y

∥Zk+1 − Y ∥2F + τ3∥Y − Y k∥2F

s.t. rank(Y ) ≤ r.

(4.19)

将模型 (4.19)的两项 Frobenius范数合并，得到

min
Y

∥Z
k+1 + τ3Y

k

1 + τ3
− Y ∥2F

s.t. rank(Y ) ≤ r.

(4.20)

低秩模型 (4.20)可以通过奇异值分解求解。设 Bk+1 = Zk+1+τ3Y k

1+τ3
，对 Bk+1进行奇异

值分解 Bk+1 = UΣV ⊤，其中 U, V,Σ ∈ Rn×n，Σ的对角线是矩阵 Bk+1按降序排列的

奇异值。分别取 U 和 V ⊤ 的前 r列和前 r行得到 Ur ∈ Rn×r 和 V ⊤
r ∈ Rr×n，取 Σ的

前 r个奇异值得到 Σr ∈ Rr×r。因此，Y k+1有显示解

Y k+1 = UrΣrV
⊤
r . (4.21)

（4）固定 X、Y、Z 和 Q，更新 P：

min
P

∥Xk+1 − P∥2F + τ4∥P − P k∥2F

s.t. ∥P∥2,0 ≤ s1,

(4.22)

等价于

min
P

∥X
k+1 + τ4P

k

1 + τ4
− P∥2F

s.t. ∥P∥2,0 ≤ s1.

(4.23)

设 Ck+1 = Xk+1+τ4Pk

1+τ4
，计算 Ck+1 每一行的 ℓ2 范数 ∥ci,k+1∥2，并将其中第 s1 大的值
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记为 tk+1
s1
。考虑到 ℓ2,0范数的行稀疏性，P k+1有显示解

pi,k+1 =


ci,k+1, ∥ci,k+1∥2 ≥ tk+1

s1
,

0, ∥ci,k+1∥2 < tk+1
s1

.

(4.24)

（5）固定 X、Y、Z 和 P，更新 Q：

min
Q

∥Xk+1 −Q∥2F + τ5∥Q−Qk∥2F

s.t. ∥Q∥0 ≤ s2,

(4.25)

等价于

min
Q

∥X
k+1 + τ5Q

k

1 + τ5
−Q∥2F

s.t. ∥Q∥0 ≤ s2.

(4.26)

记Dk+1 = Xk+1+τ5Qk

1+τ5
，对Dk+1取绝对值，并将其中第 s2大的绝对值记为 tk+1

s2
。通过

硬阈值算子可以直接得到 Qk+1的显示解，即

Qk+1
ij =


Dk+1

ij , |Dk+1
ij | ≥ tk+1

s2
,

0, |Dk+1
ij | < tk+1

s2
.

(4.27)

综上所述，求解 DSCOFS-CL的完整过程见算法 6。事实上，更新 Y、P 和 Q时，r、

s1 和 s2 可以按照实际的需求设定，并都有相应的显示解。而 X 和 Z 由于设计了交

叉熵的计算，这里直接调用 Pytorch下的梯度求解工具。

4.2.3 理论分析

定义W = (X,Z, Y, P,Q)，并记

f(W ) = λLc(A,AZ) + (1− λ)Lc(X
⊤A,X⊤AZ)

+ µ∥X⊤X − Im∥2F + α∥Z − Y ∥2F + β∥X − P∥2F

+ γ∥X −Q∥2F + δD(Z) + δR(Y ) + δS1(P ) + δS2(Q).

(4.28)

显然，f(W )是适当下半连续函数。如果 0 ∈ ∂f(W )，则称 W 是模型(4.12)的驻点，

其中 ∂f(W )为 f 在点W 的极限次微分。
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算法 6求解 DSCOFS-CL的优化算法
输入: 数据 A,参数 λ, µ, α, β, γ, s1, s2, r, τi (i = 1, 2, 3, 4, 5)

初始化: k = 0,根据初始化策略得到 (X0, Z0, Y 0, P 0, Q0)

当 k < 500执行

1: 通过式 (4.14)得到 Xk+1

2: 通过式 (4.18)得到 Zk+1

3: 通过式 (4.21)得到 Y k+1

4: 通过式 (4.24)得到 P k+1

5: 通过式 (4.27)得到 Qk+1

6: k = k + 1

结束循环

输出: (Xk+1, Zk+1, Y k+1, P k+1, Qk+1)

引理 4.1 若 {W k} = {(Xk, Zk, Y k, P k, Qk)}是算法 6产生的迭代序列，则在迭代点

处的函数值序列 {f(W k)}单调下降，且存在 ρ1 > 0使得

ρ1∥W k+1 −W k∥2F ≤ f(W k)− f(W k+1). (4.29)

证明: 令 Xk+1、Zk+1、Y k+1、P k+1和 Qk+1是模型 (4.13)、(4.15)、(4.19)、(4.22)和

(4.25)的最优解，则下列不等式系统成立

f(Xk+1, Zk, Y k, P k, Qk) + τ1∥Xk+1 −Xk∥2F ≤ f(Xk, Zk, Y k, P k, Qk),

f(Xk+1, Zk+1, Y k, P k, Qk) + τ2∥Zk+1 − Zk∥2F ≤ f(Xk+1, Zk, Y k, P k, Qk),

f(Xk+1, Zk+1, Y k+1, P k, Qk) + τ3∥Y k+1 − Y k∥2F ≤ f(Xk+1, Zk+1, Y k, P k, Qk),

f(Xk+1, Zk+1, Y k+1, P k+1, Qk) + τ4∥P k+1 − P k∥2F ≤ f(Xk+1, Zk+1, Y k+1, P k, Qk),

f(Xk+1, Zk+1, Y k+1, P k+1, Qk+1) + τ5∥Qk+1 −Qk∥2F ≤ f(Xk+1, Zk+1, Y k+1, P k+1, Qk).

(4.30)

这意味着

f(Xk+1, Zk+1, Y k+1, P k+1, Qk+1) + τ1∥Xk+1 −Xk∥2F + τ2∥Zk+1 − Zk∥2F

+ τ3∥Y k+1 − Y k∥2F + τ4∥P k+1 − P k∥2F + τ5∥Qk+1 −Qk∥2F

≤ f(Xk, Zk, Y k, P k, Qk).

(4.31)
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于是，存在 ρ1 = min{τ1, τ2, τ3, τ4, τ5} > 0使得 f(W k+1)+ρ1∥W k+1−W k∥2F ≤ f(W k)。

因此，式 (4.29)成立，可知 {f(W k)}是单调下降的。证毕。 □

上述引理 4.1说明了迭代序列对应的目标函数 {f(W k)}下降量的下界可被相邻

迭代点之间的距离控制。进一步，设 N 为任意整数，在式 (4.29)中对 k求和，得

N−1∑
k=0

∥W k+1 −W k∥2F ≤
1

ρ1
(f(W 0)− f(WN)) ≤ 1

ρ1
(f(W 0)− f(W ∗)), (4.32)

这里W ∗为最优解。令 N →∞，可得
∑∞

k=0 ∥W k+1 −W k∥2F < +∞，因此

lim
k→∞
∥W k+1 −W k∥F = 0. (4.33)

下面引理将表明随着迭代的进行，∂f(W k)的模长的上界将被一个模长不断趋于 0的

矩阵控制。

引理 4.2 设 {W k} = {(Xk, Zk, Y k, P k, Qk)} 是算法 6 产生的序列，则存在 ρ2 >

0和 Ξk ∈ ∂f(W k)，使得

∥Ξk∥F ≤ ρ2∥W k −W k−1∥F. (4.34)

证明: 考虑到 f(W )的结构，可以拆分为

f(W ) = f1(X) + f2(Z) + f3(Y ) + f4(P ) + f5(Q) + g(W ), (4.35)

其中拆分函数为 

f1(X) = µ∥X⊤X − Im∥2F,

f2(Z) = λLc(A,AZ) + δD(Z),

f3(Y ) = δR(Y ),

f4(P ) = δS1(P ),

f5(Q) = δS2(Q),

(4.36)

与

g(W ) = (1− λ)Lc(X
⊤A,X⊤AZ)

+ α∥Z − Y ∥2F + β∥X − P∥2F + γ∥X −Q∥2F.
(4.37)
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根据文献 [100] 中 8.8 (c)，模型 (4.13)、(4.15)、(4.19)、(4.22)和 (4.25)的一阶最优性条

件为

∇f1(Xk+1) +∇Xg(X
k+1, Zk, Y k, P k, Qk) + τ1(X

k+1 −Xk) = 0,

∂f2(Z
k+1) +∇Zg(X

k+1, Zk+1, Y k, P k, Qk) + τ2(Z
k+1 − Zk) = 0,

∂f3(Y
k+1) +∇Y g(X

k+1, Zk+1, Y k+1, P k, Qk) + τ3(Y
k+1 − Y k) = 0,

∂f4(P
k+1) +∇Pg(X

k+1, Zk+1, Y k+1, P k+1, Qk) + τ4(P
k+1 − P k) = 0,

∂f5(Q
k+1) +∇Qg(X

k+1, Zk+1, Y k+1, P k+1, Qk+1) + τ5(Q
k+1 −Qk) = 0.

(4.38)

因此，存在 Ξk+1 = (Ξk+1
X ,Ξk+1

Z ,Ξk+1
Y ,Ξk+1

P ,Ξk+1
Q ) ∈ ∂f(W k+1)，其中

Ξk+1
X = ∇f1(Xk+1) +∇Xg(X

k+1, Zk, Y k, P k, Qk),

Ξk+1
Z ∈ ∂f2(Z

k+1) +∇Zg(X
k+1, Zk+1, Y k, P k, Qk),

Ξk+1
Y ∈ ∂f3(Y

k+1) +∇Y g(X
k+1, Zk+1, Y k+1, P k, Qk),

Ξk+1
P ∈ ∂f4(P

k+1) +∇Pg(X
k+1, Zk+1, Y k+1, P k+1, Qk),

Ξk+1
Q ∈ ∂f5(Q

k+1) +∇Qg(X
k+1, Zk+1, Y k+1, P k+1, Qk+1),

(4.39)

满足 

Ξk+1
X + τ1(X

k+1 −Xk) = 0,

Ξk+1
Z + τ2(Z

k+1 − Zk) = 0,

Ξk+1
Y + τ3(Y

k+1 − Y k) = 0,

Ξk+1
P + τ4(P

k+1 − P k) = 0,

Ξk+1
Q + τ5(Q

k+1 −Qk) = 0.

(4.40)

注意到

∥Ξk+1∥F ≤ ∥Ξk+1
X ∥F + ∥Ξk+1

Z ∥F + ∥Ξk+1
Y ∥F + ∥Ξk+1

P ∥F + ∥Ξk+1
Q ∥F. (4.41)

结合式(4.40)，存在 ρ2 = max{τ1, τ2, τ3, τ4, τ5}使得 ∥Ξk+1∥F ≤ ρ2∥W k+1 −W k∥F。因

此，式 (4.34)成立。证毕。 □
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上述引理 4.2说明 limk→∞ ∂f(W k) = 0，这蕴含着算法 6的收敛性。进一步，下

面定理说明，在迭代序列 {W k}有界的假设下，从初始点 W 0 开始迭代，产生的点

列 {W k}的极限点都是模型 (4.12)的驻点。

定理 4.1 设 {W k} = {(Xk, Zk, Y k, P k, Qk)}是算法 6产生的序列，若 {W k}有界，设

W ∗为 {W k}子序列的极限点，则有W ∗是模型 (4.12)的驻点，即 0 ∈ ∂f(W ∗)。

证明: 由于 {W k}有界，令 W ∗ = (X∗, Z∗, Y ∗, P ∗, Q∗)是点列 {W k}的一个极限点，

这意味着存在子序列 (Xki , Zki , Y ki , P ki , Qki)，当 i→∞时使得

(Xki , Zki , Y ki , P ki , Qki)→ (X∗, Z∗, Y ∗, P ∗, Q∗). (4.42)

由于式 (4.28)中 f(W )具有下半连续性。根据利用引理 4.1、引理 4.2和文献 [91] 中引

理 5可得，0 ∈ ∂f(W ∗)。因此W ∗是模型 (4.12)的驻点。证毕。 □

4.3 数值实验与分析

本节将通过实验验证 DSCOFS-CL 的有效性和优越性，对比的方法包括 Lap-

Score [20]、UDFS [24]、SOGFS [27]、RNE [26]、FSPCA [43]、SPCAFS [22]、DSCOFS和 SPCA-

CL [32]。其中 SPCA-CL的程序由作者提供，其它与章节 3.3保持一致。

4.3.1 实验设置

4.3.1.1 实验数据

在实验中，使用从章节 3.3.1.1选择的六个真实数据集，即一个物体图像数据集

COIL20，一个面部图像数据集 UMIST，一个手写图像数据集 USPS，一个生物数据

集 GLIOMA，一个语音字母识别数据集 Isolet，以及一个深度学习数据集MSTARSC，

有关这些数据集的详细信息如表 4.1所示。

4.3.1.2 参数设置

对于 LapScore、UDFS、SOGFS、RNE、FSPCA、SPCAFS和 DSCOFS，参数设

置和基本的实验候选集与章节 3.3.1.2保持一致，此处不再赘述。对于 SPCA-CL和

DSOFS-CL，投影维度固定为数据的类别数。对于DSOFS-CL，稀疏度参数 s1和 s2的

设置与 DSCOFS中的 s1 和 s2 类似。由于在 DSCOFS中已经验证了低稀疏度的有效
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表 4.1 数据集信息

Table 4.1 The dataset information

数据集 特征数 样本数 类别数

COIL20 1024 1440 20
USPS 256 1000 10

GLIOMA 4434 50 4
UMIST 644 575 20
Isolet 617 1560 26

MSTARSC 1024 2425 10

性，因此本节的稀疏度百分比 c从 {0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5}中选择。此外，对于 DSOFS-

CL，设定平衡参数 λ = 0.5，保证原始空间和投影空间的同等重要性。设定低秩约束

r = 0.1n，保证自表示矩阵的低秩性。

4.3.1.3 初始化和停止准则

上一章采用了随机正交解作为初始值，经过分析本章将采用更为一般的非正交

解作为初始值。Xavier均匀初始化可以从一个均匀分布中采样，常用于神经网络的

参数初始化，并能够保持深度神经网络中梯度的稳定性。Xavier均匀初始化的范围

由输入和输出的维度决定，对于变量 X ∈ Rd×m和M ∈ Rn×n，初始化范围为

X0 ∼ U(−
√

6

d+m
,

√
6

d+m
), M 0 ∼ U(−

√
3

n
,

√
3

n
). (4.43)

设 B0 = Z0/(1 + τ3)、C0 = X0/(1 + τ4)和D0 = X0/(1 + τ5)，则 Y 0、P 0和 Q0可以

根据式 (4.21)、(4.24)和 (4.27)得到。此外，算法 6的迭代次数满足 500时停止。

4.3.2 实验结果

图 4.3和图 4.4展示了不同特征数量 ACC和 NMI的均值曲线，其中 ALLfea作

为参考基准。表 4.2和表 4.3给出了在 100个特征范围内最佳 ACC和 NMI的平均值、

标准差以及相应的特征数量，并且最好和第二好的结果（除 ALLfea 外）分别用红

色和蓝色标记。

从图 4.3 可以看出，本章提出的 DSCOFS-CL 在所有数据集上都表现出卓越的

性能。在 DSCOFS 有着优越性能的前提下，DSCOFS-CL 融合了对比学习后相比

DSCOFS 有了进一步的提升，同时相比 SPCA-CL 也有一定的提升，这在 UMIST、
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图 4.3 对比方法在六个真实数据集上的 ACC (%)曲线

Figure 4.3 The ACC (%) curves of compared methods on six real-world datasets

GLIOMA和 Isolet数据集上的表现较为明显。从表 4.2可以观察到，DSCOFS-CL在

所有数据集上均表现最好，同时第二好的结果均由 DSCOFS和 SPCA-CL得到。特别

地，DSCOFS-CL在 GLIOMA、UMIST和 Isolet数据集上有不错的提升，相较于第二

好的结果分别有 1.68%、1.40%和 2.69%的增长。在六个数据集上的平均 ACC结果，

DSCOFS和 SPCA-CL仅相差 0.15%，而 DSCOFS-CL相较于 DSCOFS和 SPCA-CL

分别提升了 1.85%和 1.7%。
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图 4.4 对比方法在六个真实数据集上的 NMI (%)曲线

Figure 4.4 The NMI (%) curves of compared methods on six real-world datasets

从图 4.4也可以观察到，本章提出的 DSCOFS-CL展现出卓越的性能。DSCOFS-

CL在 Isolet数据集上有着一定的提升，且是唯一超过基线的方法。值得注意的是，在

GLIOMA数据集上，当DSCOFS-CL所选特征为 50时，NMI结果较低。这与ACC曲

线上的表现相反，进一步说明了 ACC和 NMI在同组参数下不一定是完全正相关的。

从表 4.3可以发现，DSCOFS-CL均取到了最好或者第二好的结果。与 ACC结果类

似，DSCOFS-CL在 Isolet数据集上依然有不错的提升，相比于第二好的 SPCA-CL有
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1.91%的增加。在六个数据集上的平均 NMI结果，DSCOFS取得第二好的表现，并

且相较于 SPCA-CL提升了 0.45%，而 DSCOFS-CL相较于 DSCOFS和 SPCA-CL分

别提升了 1.06%和 1.51%。

综合ACC和NMI的结果可以看到，本章提出的DSCOFS-CL在所有数据集上都

表现良好。实际上，上一章所提出的 DSCOFS已经拥有不错的性能，并且通过双稀

疏约束提升了局部结构的辨别能力。而 SPCA-CL使用对比学习损失度量重构误差，

通过样本间的关系来寻找更具判别性的特征。从结果上来看，SPCA-CL和 DSCOFS

都有着不错的表现且性能接近，而 DSCOFS-CL结合了两者的优点，采用双稀疏约

束充分表示稀疏结构并辅助自表示矩阵学习到更好的数据结构，最终实现出色的特

征选择性能。由此可以得出结论，对比学习损失作为重构误差的度量能够进一步挖

掘数据的有效信息，这也展现了 DSCOFS-CL的优越性和未来潜力。

4.3.3 消融实验

关于对比学习损失项，在实验中选择了平衡参数 λ = 0.5，从而保证原始空间和

投影空间的同等重要性。下面考虑当 λ = 0的情形，即仅通过投影空间学习自表示

矩阵。需要注意的是，DSCOFS-CL的特征选择是根据投影矩阵 X 确定的，因此当

λ = 1时无法获得投影矩阵 X，于是在本实验中不考虑 λ = 1的情形。为了便于描

述，记模型 (4.9)为 Case1，而当 λ = 0时模型为 Case2，具体为

min
X,Z

Lc(X
⊤A,X⊤AZ)

s.t. X⊤X = Im, ∥X∥2,0 ≤ s1, ∥X∥0 ≤ s2,

rank(Z) ≤ r, Diag(Z) = 0.

(4.44)

在 COIL20和UMIST数据集上进行特征选择实验，记录自表示矩阵 Z以及ACC

和 NMI结果。利用 Z 计算数据之间的相似度矩阵，即 S = |Z|+|Z|⊤
2
。相似度矩阵 S

的可视化结果如图 4.5所示，ACC和 NMI的结果如图 4.6所示。

从图 4.5可见，Case1的相似度矩阵 S显示出明显的簇结构，反映了数据在自表

示过程中的内在关联性。同时，Case1还呈现低秩结构，表明低秩约束在模型中得到

了有效体现。与之相比，Case2虽然揭示了低秩结构，但未能有效学习到簇结构。因

此，仅通过投影空间学习最优图的效果并不理想，其原因在于数据经过投影降维后，

可能会破坏原有的结构特征。从图 4.6可以看到，Case2的性能与 Case1的相比存在
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图 4.5 两个真实数据集上相似度矩阵 S 的可视化

Figure 4.5 The visualization of the similarity matrix S on two real-world datasets
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图 4.6 DSCOFS-CL在两个真实数据集上的消融实验结果

Figure 4.6 The ablation experiment results of DSCOFS-CL on two real-world datasets

74



上海大学硕士学位论文

一定的差距。结合图 4.5中的相似度矩阵 S，可以得出结论，学习原始空间中的数据

结构对提升无监督特征选择性能是有效的。综合实验结果表明，DSCOFS-CL通过在

原始空间和投影空间中联合学习自表示矩阵，能够获得更优的特征选择效果。

4.3.4 讨论

4.3.4.1 统计检验

仿照章节 3.3.4.1的统计检验，假设 H0表示所有对比方法的性能没有显著差异，

在显著性水平设定为 α = 0.05 的情况下对 DSCOFS-CL 进行 Friedman 检验和后验

Nemenyi检验，其结果分别如表 4.4和图 4.7所示。

表 4.4 ACC指标下 DSCOFS-CL的 Friedman检验结果

Table 4.4 The Friedman test result of DSCOFS-CL in terms of ACC

方法 平均排名 p值 假设

LapScore 6.667

2.280× 10−5 拒绝

UDFS 6.000
SOGFS 7.333
RNE 7.167

FSPCA 6.167
SPCAFS 5.667
DSCOFS 2.500
SPCA-CL 2.500

DSCOFS-CL 1.000

Critical Distance=4.9047

9 8 7 6 5 4 3 2 1

DSCOFS-CL

DSCOFS

SPCA-CL

SPCAFS

UDFS

FSPCA

LapScore

RNE

SOGFS

图 4.7 ACC指标下 DSCOFS-CL的后验 Nemenyi检验结果

Figure 4.7 The post-hoc Nemenyi test results of DSCOFS-CL in terms of ACC

从表 4.4可以看到 p = 2.280 × 10−5，这意味着结果拒绝原假设 H0，即所有对
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比方法之间确实存在显著差异。从图 4.7 则可以看到，本章提出的 DSCOFS-CL 与

LapScore、UDFS、SOGFS、RNE和 FSPCA有显著差异，但与 SPCAFS、DSCOFS和

SPCA-CL没有显著差异。然而，DSCOFS、SPCA-CL、和 SPCAFS与其他的方法都

在同一个 CD值内，这说明除 DSCOFS-CL外的方法之间没有显著的差异。需要注意

的是，上一章中 DSCOFS与 LapScore、UDFS、SOGFS、RNE和 FSPCA存在显著差

异。然而，由于本章中使用的数据集以及对比方法的平均排名不同，导致 DSCOFS

在后验 Nemenyi检验结果上与 LapScore、UDFS、SOGFS、RNE和 FSPCA之间没有

显著差异。通过融入对比学习，DSCOFS-CL与 LapScore、UDFS、SOGFS、RNE和

FSPCA之间产生了明显的差异，这表明对比学习可以进一步挖掘数据中的有效信息，

从而实现更好的无监督特征选择性能。

4.3.4.2 参数敏感度分析

对于 DSCOFS-CL，双稀疏约束参数 s1 和 s2 = cdm 是控制模型学习稀疏结构

的关键，而 r 是控制自表示矩阵 Z 学习数据结构的关键。此外，惩罚参数 α、β 和

γ 在模型 (4.12) 也会影响自表示矩阵和双稀疏约束。在实验中，将低秩结构固定为

r = 0.1n，选择 s1、c、α、β和 γ分析这些参数对特征选择性能的影响。在 USPS数

据集上的参数敏感度结果如图 4.8所示。

从图 4.8中的 (a)和 (b)可以看出，元素稀疏度 s2对性能有较明显地影响。尤其

在稀疏度百分比 c = 0.3时，性能有一定的提升，而在 c = 0.1时，性能明显下降，这

说明稀疏度并不是越低越好，过于低的稀疏度可能造成有效数据的丢失而影响性能。

从图 4.8中的 (c) - (h)可以观察到，惩罚参数 α、β和 γ对性能都有一定的影响，其中

β 和 γ 的影响相较于 α更大。这些参数都是影响模型求解的关键，因此在实验中要

谨慎选择。未来，我们可以尝试使用自适应方法进行参数调节，例如深度展开网络，

以进一步优化模型的性能。

4.3.4.3 模型收敛性分析

为了验证算法 6 的收敛性，记模型 (4.12) 的目标函数为 Loss1，模型 (4.13) 和

(4.16)的目标函数为 Loss2和 Loss3。损失函数在最优参数下迭代过程的变化如图 4.9

所示。从图中可以看出，Loss1、Loss2和 Loss3在迭代过程中呈现一致的下降趋势，

同时在 100次迭代内完成了快速的收敛，并最终缓慢平稳。值得注意的是，Loss2在
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图 4.8 DSCOFS-CL在 USPS数据集上的参数敏感度分析结果

Figure 4.8 The parameter sensitivity analysis results of DSCOFS-CL on the USPS dataset
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COIL20和 Isolet数据集上接近 Loss1，而在另外两个数据集上 Loss1，这与 Loss3相

反。这表明，原始空间和投影空间在不同数据集上对自表示矩阵学习的影响程度存

在差异。最终，收敛曲线的变化验证了定理 4.1所证明的收敛性。
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图 4.9 DSCOFS-CL在四个真实数据集上的收敛曲线

Figure 4.9 The convergence curves of DSCOFS-CL on four real-world datasets

4.3.4.4 模型稳定性分析

图 4.10显示了最佳聚类结果的 50次聚类分布。可以看到 DSCOFS-CL聚类结果

有一定的波动，但 DSCOFS-CL的整体结果优于其他对比方法。特别是在 Isolet数据

集上，相比于 DSCOFS以及对比的 SPCA-CL，本章提出的 DSCOFS-CL有着较为稳

定的聚类结果和更高的性能表现。同时也注意到，DSCOFS-CL在 USPS数据集上的

最大值和最小值波动较大，这可能是由于模型得到的特征区分度仍然不够所带来的

影响。综合考虑所有数据集的性能表现，DSCOFS-CL展现出了良好的稳定性。
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图 4.10 对比方法在四个真实数据集上的模型稳定性

Figure 4.10 The model stability of comparison methods on four real-world datasets
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4.3.4.5 数据可视化分析

为了直观地观察数据的分布以及理解聚类的结果，本实验采用 t-随机邻近嵌入

（t-distributed Stochastic Neighbor Embedding，t-SNE）[101]技术展示特征子空间的数据

分布。t-SNE是一种高维数据降维的非线性技术，常用于在二维或三维的低维空间中

表示高维数据集，从而实现数据可视化。首先通过特征选择得到数据子集，然后利

用 t-SNE技术将数据降维至二维，最后通过散点图呈现数据的低维分布。从图 4.11

可以观察到，在低维空间中数据呈现明显的聚类特征，因此使用聚类来检验特征选

择的性能是合理的。
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图 4.11 t-SNE在四个真实数据集上的可视化结果

Figure 4.11 The visualization results of t-SNE on four real-world datasets

4.4 本章小结

本章将双稀疏约束和对比学习融合，提出了一种新的无监督特征选择模型，称

为 DSCOFS-CL。相较于传统基于欧氏距离度量的重构误差方法，DSCOFS-CL融合
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对比学习策略，能够更充分地挖掘样本之间的关系。同时，利用双稀疏约束表示稀

疏结构，使得图学习可以在低维空间中更有效捕捉数据特性。此外，通过对自表示

矩阵施加低秩约束，模型能够保留图的全局结构。在算法方面，结合梯度下降法和

硬阈值设计了 PAM优化算法，并证明了算法的收敛性。最后，通过在真实数据集上

的大量数值实验，验证了对比学习损失作为重构误差度量的有效性。具体地，相较

于上一章验证过优良性能的 DSCOFS，本章提出的 DSCOFS-CL在六个真实数据集

上的平均 ACC和 NMI进一步分别提升了 1.85%和 1.06%。而对于同样融合了对比

学习的 SPCA-CL，平均 ACC和 NMI分别提升了 1.7%和 1.51%。此外，消融实验结

果还表明，自表达框架下原始空间数据结构也是指导无监督特征选择的关键。
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第五章 总结与展望

5.1 总结

无监督特征选择作为一种不依赖标签的降维技术，近年来在模式识别、机器学

习、统计学与自动化等领域引发了广泛的关注。稀疏优化的蓬勃发展为无监督特征

选择注入了新的活力，合理利用稀疏性可以提高变量的可解释性，更有效地进行无

监督特征选择。针对稀疏结构表示不充分、局部特征辨别不准确和重构误差度量不

合理的问题，本文从单稀疏约束、双稀疏约束和双稀疏约束对比学习三个方面有序

展开，逐层深入，建立了无监督特征选择的新方法，取得了重要的研究成果。

首先，探讨了 ℓ2,0范数约束和正则的无监督特征选择模型。通过实验发现，相较

于传统松弛方法，SPCA-R和 SPCA-C展现出较为明显的性能优势，这验证了 ℓ2,0范

数的有效性。进一步，SPCA-R的阈值会随正则化参数改变，可能会导致完全稀疏或

者完全不稀疏的情况，而 SPCA-C通过 ℓ2,0范数约束避免了上述情况的出现。值得注

意的是，通过与 FSPCA的对比分析，揭示了该模型对优化算法设计的敏感性。

其次，提出了 ℓ2,0范数和 ℓ0范数双稀疏约束的 DSCOFS模型。其中 ℓ2,0范数确

保了全局结构的稀疏性并具有更好的可解释性，而 ℓ0范数则考虑了数据元素的局部

个体稀疏性。设计了有效的 PAM优化算法，并且严格证明了算法的收敛性。大量的

数值实验表明了 DSCOFS的优越性。更重要的是，通过设计新的特征选择评价指标

FSR，验证了 ℓ0范数对无监督特征选择的有效性。

最后，构建了融合 DSCOFS和对比学习的 DSCOFS-CL模型。这里对比学习考

虑到样本之间的关系，通过在原始空间与投影空间联合学习最优图结构，实现了数

据全局与局部分布的自适应表达。设计了有效的 PAM优化算法，并证明了收敛性。

大量的数值实验验证了 DSCOFS和对比学习结合的有效性，进一步提升了无监督特

征选择的性能。特别地，消融实验表明了 DSCOFS-CL自表达框架下原始空间数据

结构的重要性。
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5.2 展望

尽管本文基于稀疏优化在无监督特征选择方面取得了一定的进展，但仍有若干

问题亟待深入探索。

首先，如何建立更一般的稀疏结构。双稀疏可以看作连接单稀疏与实际稀疏的

桥梁，然而实际场景中可能存在更为复杂的稀疏结构，双稀疏仍然不足以学习到完

整的稀疏结构。因此，未来研究需探讨基于可学习范数的自适应稀疏表征框架，建

立更一般的稀疏先验模型。

其次，如何有效地进行参数选择。对于所提出的 DSCOFS和 DSCOFS-CL模型，

本文采用了手动网格搜索策略。然而随着参数量的增大，手动调优变得异常困难。受

深度展开网络的启发，可以把传统的优化的迭代展开为神经网络的网络层，然后通

过神经网络的反向传播和梯度下降自动地调整参数。当然，也可以考虑使用强化学

习和大语言模型等策略。因此，模型参数自适应选择也是一个很重要的研究方向。

最后，如何设计高效的优化策略。虽然本文基于一阶方法和硬阈值设计了有效

的数值算法，并且严格证明了收敛性，但面对样本过大的数据集时难以高效进行科

学计算。因此，未来可以考虑充分挖掘稀疏约束的结构特点，开发适合大规模计算

的二阶牛顿法、随机优化策略和量子算法等。
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附录 A 本文英文缩写对照表¬

拉普拉斯评分 Laplace Score，LapScore

拉斯维加斯包裹式 Las Vegas Wrapper，LVW

无监督判别特征选择 Unsupervised Discriminative Feature Selection，UDFS

鲁棒的邻域嵌入法 Robust Neighborhood Embedding，RNE

结构化最优图特征选择 Structured Optimal Graph Feature Selection，SOGFS

主成分分析 Principal Component Analysis，PCA

稀疏主成分分析 Sparse PCA，SPCA

半正定投影实现稀疏主成分分析 SPCA via Positive Semidefinite projection，SPCA-PSD

用于特征选择的稀疏主成分分析 SPCA for Feature Selection，SPCAFS

特征稀疏性约束主成分分析 Feature-Sparsity constrained PCA，FSPCA

压缩感知 Compressed Sensing，CS

非确定性多项式 Non-deterministic Polynomial，NP

交替最小化算法 Alternating Minimization Algorithm，AMA

交替方向乘子法 Alternating Direction Method of Multipliers，ADMM

近端交替最小化 Proximal Alternating Minimization，PAM

ℓ2,0范数正则的稀疏主成分分析 SPCA with ℓ2,0-norm Regularization，SPCA-R

ℓ2,0范数约束的稀疏主成分分析 SPCA with ℓ2,0-norm Constraint，SPCA-C

双稀疏约束优化特征选择 Double Sparsity Constrained Optimization Feature

Selection，DSCOFS

融合对比学习的双稀疏约束优化 DSCOFS with Contrastive Learning，DSCOFS-CL

特征选择

库恩-蒙克雷斯 Kuhn-Munkres，KM

准确率 Accuracy，ACC

归一化互信息 Normalized Mutual Information，NMI

¬ 按文中第一次出现的先后顺序排列
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特征相似率 Feature Similarity Rate，FSR

临界差异 Critical Difference，CD

t-随机邻近嵌入 t-distributed Stochastic Neighbor Embedding，t-SNE

融合对比学习的稀疏主成分分析 SPCA with Contrastive Learning，SPCA-CL
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