
第五章 对策论

修贤超

https://xianchaoxiu.github.io

https://xianchaoxiu.github.io


目录

5.1 引言

5.2 矩阵对策的基本理论

5.3 矩阵对策的解法

1 / 63



对策论

对策论: 竞赛论或博弈论, 研究对策现象中各方是否存在最合理的行动方案,
以及如何找到合理的行动方案的数学理论和方法
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对策现象和对策论

对策现象: 具有竞争或对抗性质的现象, 如竞技体育 (下棋、打牌以及足球
等)、国际政治谈判、商业谈判等

三要素: 局中人 (players), 策略 (strategies), 赢得函数 (payoff function)
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局中人 (players)

有权决定自己行动方案的对策参加者称为局中人, 通常用 I 表示局中人的集
合。如果有 n 个局中人, 则

I = {1, 2, . . . , n}

一个对策中至少有 2 个局中人, 如在“齐王赛马”中, 局中人是齐王和田忌

局中人可以为个人或集体

对策论中对局中人的假设是每个局中人都是理智的, 不存在侥幸心理, 不存在
利用局中人决策的失误来扩大自身利益的行为

4 / 63



策略 (strategies)

可供局中人选择的一个实际可行的完整行动方案称为一个策略, 参加对策的
每一局中人 i 的策略记为 si

每一局中人的策略集中至少应包括两个策略

在“齐王赛马”中, 若用 (上, 中, 下) 表示以上马、中马、下马依次参赛, 就
是一个完整的行动方案, 即为一个策略
齐王和田忌各自都有 6 个策略

(上, 中, 下) (上, 下, 中)
(中, 上, 下) (中, 下, 上)
(下, 中, 上) (下, 上, 中)
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赢得函数 (payoff function)

每一局中人所出策略形成的策略组称为一个局势。即设 si 是第 i 个局中人
的一个策略, 则 n 个局中人的策略形成的策略组 s = (s1, s2, . . . , sn) 就是一
个局势, 记 S 为全部局势的集合

当一个局势 s 出现后, 应该为每一局中人 i 规定一个赢得值 Hi(s), 称为局中
人 i 的赢得函数

在“齐王赛马”中
局中人集合 I = {1, 2}
齐王和田忌的策略集可分别用 S1 = {α1, α2, α3, α4, α5, α6} 和
S2 = {β1, β2, β3, β4, β5, β6} 表示
齐王的任一策略 αi 和田忌的任一策略 βj 就构成了一个局势 sij

如果 α1 = (上,中,下), β1 = (上,中,下), 则在局势 s11 下, 齐王的赢得值
H1(s11) = 3, 田忌的赢得值为 H2(s11) = −3
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例 1 (市场购买力争夺问题)

某乡镇饮食品购买力将有 4000 万元。乡镇企业有特色饮食品和低档饮食品
两类, 中心城市企业有高档饮食品和低档饮食品两类产品。表中数字是相应
策略下乡镇企业的营销额

乡镇企业策略 出售高档饮食品 出售低档饮食品

出售特色饮食品 2000 3000
出售低档饮食品 1000 3000

问乡镇企业和中心城市企业应如何选择对自己最有利的产品策略?

7 / 63



例 2 (销售竞争问题)

企业 I, II 均能向市场出售某一产品, 时间区间为 [0, 1]。设企业 I 在时刻 x 出
售, 企业 II 在时刻 y 出售, 则企业 I 的收益 (赢得) 函数为

H(x, y) =


c(y − x), 若x < y
1
2c(1 − x), 若x = y

c(1 − x), 若x > y

问这两个企业各选择什么时机出售对自己最有利?

注意企业 I, II 可选择的策略均有无穷多个
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例 3 (拍卖问题)

最常见的一种拍卖形式是先由拍卖商把拍卖品描述一番, 然后提出第一个报
价。接下来由买者报价, 每一次报价都要比前一次高, 最后谁出的价最高, 拍
卖品即归谁所有

假设有 n 个买主给出的报价分别为 p1, . . . , pn, 设 pn > pn−1 > . . . > p1, 现买
主 n 只要报价略高于 pn−1, 就能买到拍卖品, 即拍卖品实际上是在次高价格
上卖出的

现在的问题是, 各买主之间可能知道他人的估价, 也可能不知道他人的估价,
每人应如何报价对自己能以较低的价格得到拍卖品最为有利?
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例 4 (囚犯问题)

设有两个嫌疑犯, 警官分别对两人进行审讯。根据法律
如果两个人都承认此案是他们干的, 则每人各判刑 7 年
如果两人都不承认, 则由于证据不足, 两人各判刑 1 年
如果只有一人承认, 则承认者予以宽大释放, 则不承认者将判刑 9 年

在“承认”和“不承认”?
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对策的分类

根据局中人的个数, 分为二人对策和多人对策

根据各局中人赢得函数的代数和是否为零, 分为零和对策和非零和对策

根据各局中人之间是否允许合作, 分为合作对策和非合作对策

根据局中人的策略集中的策略个数, 分为有限对策和无限对策
本章的研究对象

二人有限零和对策, 又称为矩阵对策
理论研究和求解方法都比较完善

齐王赛马
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小结

对策论

三要素
局中人 (players)
策略 (strategies)
赢得函数 (payoff function)

对策的分类
二人对策和多人对策

零和对策和非零和对策

合作对策和非合作对策

有限对策和无限对策

矩阵对策
12 / 63



目录

5.1 引言

5.2 矩阵对策的基本理论

5.3 矩阵对策的解法

13 / 63



矩阵对策的纯策略论

二人有限零和对策

局中人: 两人 (I, II), 分别有 m, n 个纯策略可供选择

策略集: S1 = {α1, α2, . . . , αm}, S2 = {β1, β2, . . . , βn}
局势集: S1 × S2 = {(αi, βj), i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n}
赢得函数: H1(αi, βj) = aij, H2(αi, βj) = −aij, 矩阵表示为

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... ... ...

am1 am2 · · · amn


矩阵对策: 局中人 + 策略集 + 赢得函数, 即 G = {S1, S2; A}
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矩阵对策的纯策略

齐王和田忌各自都有 6 个策略: (上, 中, 下)、(上, 下, 中)、(中, 上, 下)、(中,
下, 上)、(下, 中, 上)、(下, 上, 中), 齐王的赢得矩阵为

A =



3 1 1 1 1 −1
1 3 1 1 −1 1
1 −1 3 1 1 1

−1 1 1 3 1 1
1 1 −1 1 3 1
1 1 1 −1 1 3


如何选择对自己最有利的纯策略以取得最大的赢得?
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例 1

设有一矩阵策略 G = {S1, S2; A}, 其中

A =


−6 1 −8

3 2 4
9 −1 −10

−3 0 6


理智行为指的是局中人从各自可能出现的最不利的情形中选择一个最有利的
情形作为决策
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矩阵对策的纯策略

定义 1 设 G = {S1, S2; A} 为一矩阵对策, 其中 S1 = {α1, α2, . . . , αm},
S2 = {β1, β2, . . . , βn}, A = (aij)m×n。如果

max
i

min
j

aij = min
j

max
i

aij

成立, 记其值为 VG, 则称 VG 为对策的值, 称使上式成立的纯局势 (α∗
i , β∗

j ) 为
G 在纯策略意义下的解（或平衡局势）, 称 α∗

i 和 β∗
j 分别为局中人 I 和 II 的最

优纯策略

矩阵 A 中平衡局势 (α2, β2) 对应的元素 a22 既是其所在行的最小元素, 又是
其所在列的最大元素, 即有

ai2 ≤ a22 ≤ a2j, i = 1, 2, 3, 4, j = 1, 2, 3
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矩阵对策的纯策略

定理 1 矩阵对策 G = {S1, S2; A} 在纯策略意义下有解的充要条件是: 存在
纯局势 (α∗

i , β∗
j ), 使得对任意 i 和 j, 有

aij∗ ≤ ai∗j∗ ≤ ai∗j

证明 (充分性) 设有 i∗ 和 j∗ 使得

min
j

ai∗j = max
i

min
j

aij, max
i

aij∗ = min
j

max
i

aij

由于 max
i

min
j

aij = min
j

max
i

aij, 有

max
i

aij∗ = min
j

ai∗j ≤ ai∗j∗ ≤ max
i

aij∗ = min
j

ai∗j

因此对任意有 i∗ 和 j∗ 有

aij∗ ≤ ai∗j∗ ≤ ai∗j
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矩阵对策的基本理论

(必要性) 由 aij∗ ≤ ai∗j∗ ≤ ai∗j 有 max
i

aij∗ ≤ ai∗j∗ ≤ min
j

ai∗j, 而
min

j
max

i
aij ≤ max

i
aij∗ , min

j
ai∗j ≤ max

i
min

j
aij, 所以

min
j

max
i

aij ≤ ai∗j∗ ≤ max
i

min
j

aij

对任意 i, j, 有
max

i
min

j
aij ≤ min

j
max

i
aij

于是
max

i
min

j
aij = min

j
max

i
aij = ai∗j∗
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矩阵对策的纯策略

对任意矩阵 A, 称 ai∗j∗ 为矩阵 A 的鞍点

在矩阵对策中, 矩阵 A 的鞍点也称为对策的鞍点

一个平衡局势 (α∗
i , β∗

j ) 应具有这样的性质

当局中人 I 选择了纯策略 α∗
i 后, 局中人 II 为了使其所失最少, 只能选择纯

策略 β∗
j , 否则就有可能失的更多

当局中人 II 选择了纯策略 β∗
j 后, 局中人 I 为了得到最大的赢得也只能选

择纯策略 α∗
i , 否则就会赢的更少

双方的竞争在局势 (α∗
i , β∗

j ) 下达到了一个平衡状态
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例 2

设有一矩阵策略 G = {S1, S2; A}, 其中

A =


5 −7 2
4 7 3

10 −9 0
−1 9 1


直接在 A 提供的赢得矩阵上计算, 有

max
i

min
j

aij = min
j

max
i

aij = ai∗j∗ = 3, i∗ = 2, j∗ = 3

因此 (α2, β3) 是对策解, 且 VG = 3
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课堂练习 1

设有一矩阵策略 G = {S1, S2; A}, 其中

A =


9 8 11 8
2 4 6 3
5 8 7 8

10 7 9 6


求矩阵对策
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矩阵对策的纯策略

对策的解可以是不唯一的

性质 1 (无差别性) 若 (αi1 , βj1) 和 (αi2 , βj2) 是对策 G 的两个解, 则

ai1j1 = ai2j2

性质 2 (可交换性) 若 (αi1 , βj1) 和 (αi2 , βj2) 是对策 G 的两个解, 则

(αi1 , βj2) 和 (αi2 , βj1)

也是对策 G 的解

矩阵对策的值是唯一的, 即当一个局中人选择了最优纯策略后, 他的赢得值不
依赖于对方的纯策略
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例 3

某单位采购员在秋天时要决定冬季取暖用煤的采购量。已知在正常气温条件
下需要煤 15t, 在较暖和较冷气温条件下分别需要煤 10t 和 20t。假定冬季的
煤价随天气寒冷程度而变化, 在较暖、正常、较冷气温条件下每 t 煤的价格
分别为 100 元, 150 元和 200 元, 又设秋季时每 t 煤的价格为 100 元

在没有关于当年冬季气温情况准确预报的条件下, 秋季时应采购多少 t 煤能
使总支出最少?
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例 3

将采购员看成一个局中人, 有 3 个策略。在秋天时购买 10t, 15t 或 20t 煤, 分
别记为 α1, α2, α3

对策的另一局中人可看成是大自然, 有 3 个策略。出现较暖、正常或较冷的
冬季, 分别记为 β1, β2, β3

现把单位冬季用煤的全部费用 (秋季购煤费用与冬季不够时再补够的费用之
和) 作为采购员的赢得, 得到赢得矩阵

A =

 −1000 −1750 −3000
−1500 −1500 −2500
−2000 −2000 −2000


由于

max
i

min
j

aij = min
j

max
i

aij = a33 = −2000

对策的解为 (α3, β3), 即秋季购煤 20t 较好
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矩阵对策的混合策略

在一个矩阵对策 G = {S1, S2; A} 中, 局中人 I 能保证的至少赢得是

v1 = max
i

min
j

aij

局中人 II 能保证的至多所失是

v2 = min
j

max
i

aij

局中人 I 的赢得不会多于局中人 II 的所失, 故总有

v1 ≤ v2

当 v1 = v2 时, 矩阵对策在纯策略意义下有解, 且 VG = v1 = v2
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矩阵对策的混合策略

例如

A =
[

3 6
5 4

]

可知
v1 = max

i
min

j
aij = 4

v2 = min
j

max
i

aij = 5

v2 = 5 > 4 = v1

如局中人 I 可制定这样一种策略, 分别以概率 x 和 (1 − x) 选取纯策略 α1 和
α2, 称这种策略为一个混合策略。同样, 局中人 II 也可以制定这样一种混合
策略, 分别以概率 y 和 (1 − y) 选取纯策略 β1 和 β2
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矩阵对策的混合策略

定义 2 设有矩阵对策 G = {S1, S2; A}, 其中

S1 = {α1, . . . , αm}, S2 = {β1, . . . , βn}, A = (aij)m×n

记

S∗
1 = {x ∈ Em | xi ≥ 0, i = 1, . . . , m;

m∑
i=1

xi = 1}

S∗
2 = {y ∈ En | yj ≥ 0, j = 1, . . . , n;

n∑
j=1

yj = 1}

称 S∗
1 和 S∗

2 为局中人 I 和 II 的混合策略集 (或策略集)
称 x ∈ S∗

1 和 y ∈ S∗
2 为混合策略 (或策略), (x, y) 为混合局势 (或局势)
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矩阵对策的混合策略

局中人 I 的赢得函数记为

E(x, y) = x⊤Ay =
∑

i

∑
j

aijxiyj

称 G∗ = {S∗
1 , S∗

2 ; E} 为对策 G 的混合扩充

纯策略是混合策略的特殊形式

一个混合策略 x = (x1, . . . , xm)⊤ 可理解为

若进行多局对策 G, 则反映了局中人 I 选取纯策略 α1, . . . , αm 的频率

若只进行一次对策, 则反映了局中人 I 对各策略的偏爱程度
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矩阵对策的混合策略

当局中人 I 选择混合策略 x 时, 预期所得 (最不利的情形) 是 min
y∈S∗

2
E(x, y),

故局中人 I 应选取 x ∈ S∗
1 , 使得

v1 = max
x∈S∗

1
min
y∈S∗

2
E(x, y)

同理, 局中人 II 可保证所失的期望值至多是

v2 = min
y∈S∗

2
max
x∈S∗

1
E(x, y)

则 v1 ≤ v2, 即局中人 I 的预期赢得不会多于局中人 II 的预期所失
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矩阵对策的混合策略

定义 3 设矩阵对策 G∗ = {S∗
1 , S∗

2 ; E} 是矩阵对策 G = {S1, S2; A} 的混合扩
充。如果

max
x∈S∗

1
min
y∈S∗

2
E(x, y) = min

y∈S∗
2

max
x∈S∗

1
E(x, y)

记其值为 VG, 则称 VG 为对策 G 的值, 称上式成立的混合局势 (x∗, y∗) 为 G
在混合策略意义下的解 (或平衡局势), 称 x∗ 和 y∗ 分别为局中人 I 和 II 的最
优混合策略

定理 2 矩阵对策 G 在混合策略意义下有解的充要条件是: 存在 x∗ ∈ S∗
1 和

y∗ ∈ S∗
2 , 使得对任意 x ∈ S∗

1 和 y ∈ S∗
2 , 有

E(x, y∗) ≤ E(x∗, y∗) ≤ E(x∗, y)
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例 4

考虑有矩阵对策 G = {S1, S2; A}, 其中

A =
[

3 6
5 4

]

设 x = (x1, x2) 和 y = (y1, y2) 分别为局中人 I 和 II 的混合策略, 则

S∗
1 = {(x1, x2) | x1, x2 ≥ 0, x1 + x2 = 1}

S∗
2 = {(y1, y2) | y1, y2 ≥ 0, y1 + y2 = 1}
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例 4

局中人 I 的赢得的期望是

E(x, y) = 3x1y1 + 6x1y2 + 5x2y1 + 4x2y2

= −4(x1 − 1
4

)(y1 − 1
2

) + 9
2

取 x∗ = (1
4 , 3

4), y∗ = (1
2 , 1

2), 则

E(x∗, y∗) = 9
2

, E(x∗, y) = E(x, y∗) = 9
2

即有 E(x, y∗) ≤ E(x∗, y∗) ≤ E(x∗, y)

x∗ = (1
4 , 3

4) 和 y∗ = (1
2 , 1

2) 为局中人 I 和 II 的最优策略, 对策的值为 VG = 9
2
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矩阵对策的基本定理

一般来说, 矩阵对策在纯策略意义下的解往往是不存在的, 在混合策略意义下
的解却总是存在的

记 E(i, y) = ∑
j

aijyj 是局中人 I 取纯策略 αi 时的赢得函数

E(x, j) = ∑
i

aijxi 是局中人 II 取纯策略 βj 时的赢得函数, 于是

E(x, y) =
∑

i

∑
j

aijxiyj =
∑

i

(
∑

j

aijyj)xi =
∑

i

E(i, y)xi

E(x, y) =
∑

i

∑
j

aijxiyj =
∑

j

(
∑

i

aijxi)yj =
∑

j

E(x, j)yj
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矩阵对策的基本定理

定理 3 设 x∗ ∈ S∗
1 和 y∗ ∈ S∗

2 , 则 G = (x∗, y∗) 为对策 G 的解的充要条件是:
对任意 i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n, 有

E(i, y∗) ≤ E(x∗, y∗) ≤ E(x∗, j)

证明 (充分性) 设 (x∗, y∗) 为对策 G 的解, 则由定理 2 可知下式成立

E(x, y∗) ≤ E(x∗, y∗) ≤ E(x∗, y)

由于纯策略是混合策略的特例, 故定理 3 成立
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矩阵对策的基本定理

(必要性) 设定理 3 中公式成立, 由

E(x, y∗) =
∑

i

E(i, y∗)xi ≤ E(x∗, y∗)
∑

i

xi = E(x∗, y∗)

E(x∗, y) =
∑

j

E(x∗, j)yj ≥ E(x∗, y∗)
∑

j

yj = E(x∗, y∗)

即得 E(x, y∗) ≤ E(x∗, y∗) ≤ E(x∗, y) 成立
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矩阵对策的基本定理

定理 4 设 x∗ ∈ S∗
1 和 y∗ ∈ S∗

2 , 则 (x∗, y∗) 为对策 G 的解的充要条件是: 存
在数 v, 使得 x∗ 和 y∗ 分别是以下不等式组的解, 且 v = VG

∑
i

aijxi ≥ v (j = 1, . . . , n)∑
i

xi = 1

xi ≥ 0 (i = 1, . . . , m)


∑
j

aijyj ≤ v (i = 1, . . . , m)∑
j

yj = 1

yj ≥ 0 (j = 1, . . . , n)
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矩阵对策的基本定理

定理 5 设对任一矩阵对策 G = {S1, S2; A}, 一定存在混合策略意义下的解

分析 由定理 3, 只要存在 x∗ ∈ S∗
1 和 y∗ ∈ S∗

2 使得定理 3 成立。考虑
(P) max w

s.t.



∑
i

aijxi ≥ w (j = 1, . . . , n)∑
i

xi = 1

xi ≥ 0 (i = 1, . . . , m)

(D) min v

s.t.



∑
j

aijyj ≤ v (i = 1, . . . , m)∑
j

yj = 1

yj ≥ 0 (j = 1, . . . , n)
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矩阵对策的基本定理

问题 (P) 和 (D) 是互为对偶的线性规划, 而且
x = (1, 0, . . . , 0)⊤ ∈ Em, w = min

j
a1j

是问题 (P) 的一个可行解,
y = (1, 0, . . . , 0)⊤ ∈ En, v = max

i
ai1

是问题 (D) 的一个可行解

由线性规划对偶定理可知, 问题 (P) 和 (D) 分别存在最优解 (x∗, w∗) 和
(y∗, v∗), 且 w∗ = v∗。即存在 x∗ ∈ S∗

1 和 y∗ ∈ S∗
2 和数 v∗, 使得对任意

i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n, 有∑
j

aijy
∗
j ≤ v∗ ≤

∑
i

aijx
∗
i 或 E(i, y∗) ≤ v∗ ≤ E(x∗, j)
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矩阵对策的基本定理

又由
E(x∗, y∗) =

∑
i

E(i, y∗)x∗
i ≤ v∗ ∑

i

x∗
i = v∗

E(x∗, y∗) =
∑

j

E(x∗, j)y∗
j ≥ v∗ ∑

j

y∗
j = v∗

得到 v∗ = E(x∗, y∗), 故定理 3 中的

E(i, y∗) ≤ E(x∗, y∗) ≤ E(x∗, j)

成立
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矩阵对策的基本定理

定理 6 设 (x∗, y∗) 是矩阵对策 G 的解, 且 v = VG, 则

若 x∗
i > 0, 则 ∑

j
aijy

∗
j = v

若 y∗
j > 0, 则 ∑

i
aijx

∗
i = v

若
∑
j

aijy
∗
j < v, 则 x∗

i = 0

若
∑
i

aijx
∗
i > v, 则 y∗

j = 0
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矩阵对策的基本定理

证明 由 v = max
x∈S∗

1
E(x, y∗) 有

v −
∑

j

aijy
∗
j = max

x∈S∗
1

E(x, y∗) − E(x, y∗) ≥ 0

又因 ∑
i

x∗
i (v −

∑
j

aijy
∗
j ) = v −

∑
i

∑
j

aijx
∗
i y

∗
j = 0

当 x∗
i > 0, 必有 ∑

j
aijy

∗
j = v

当
∑
j

aijy
∗
j < v, 必有 x∗

i = 0

即 (1), (3) 得证, 同理可证 (2), (4)
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矩阵对策的基本定理

定理 7 设有两个矩阵对策 G1 = {S1, S2; A1} 和 G2 = {S1, S2; A2}, 其中
A1 = (aij) 和 A2 = (aij + L), L 为任意常数, 则

VG2 = VG1 + L

T (G1) = T (G2) （T (G) 为矩阵对策 G 的解集）

定理 8 设有两个矩阵对策 G1 = {S1, S2; A} 和 G2 = {S1, S2; αA}, 其中
α > 0 为一任意常数, 则

VG2 = αVG1

T (G1) = T (G2)

定理 9 设 G = {S1, S2; A} 为一矩阵对策, 且 A = −A⊤ 为斜对策矩阵, 则
VG = 0
T1(G) = T2(G)
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小结

纯策略

矩阵对策

理智行为

混合策略

混合扩充

鞍点定理

基本定理

一定存在混合策略意义下的解

线性规划求解矩阵对策的思路

课后作业: P376, 习题 12.3
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图解法

主要用于求解赢得矩阵为 2 × n 或 m × 2 阶的对策问题

从几何上理解对策论的思想

基本步骤

第一步: 设局中人的混合策略
第二步: 过 0 和 1 作两条垂线
第三步: 画出对策矩阵
第四步: 确定最优策略
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例 1

用图解法求解矩阵对策 G = {S1, S2; A}, 其中

A =
[

2 3 11
7 5 2

]

局中人 I 的最优混合策略为 x∗ =
(

3
11 , 8

11

)⊤
, 局中人 II 的最优混合策略为

y∗ =
(
0, 9

11 , 2
11

)⊤
, 对策的值 VG = 49

11
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例 2

用图解法求解矩阵对策 G = {S1, S2; A}, 其中

A =

 2 7
6 6

11 2



局中人 I 的最优混合策略为 x∗ = (0, 1, 0)⊤, 即纯策略 α2; 局中人 II 的最优混
合策略为 y∗ = (y, 1 − y)⊤; 对策的值 VG = 6
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方程组法

定理 4 设 x∗ ∈ S∗
1 和 y∗ ∈ S∗

2 , 则 (x∗, y∗) 为对策 G 的解的充要条件是: 存
在数 v, 使得 x∗ 和 y∗ 分别是以下不等式组的解, 且 v = VG

∑
i

aijxi ≥ v (j = 1, . . . , n)∑
i

xi = 1

xi ≥ 0 (i = 1, . . . , m)

(1)



∑
j

aijyj ≤ v (i = 1, . . . , m)∑
j

yj = 1

yj ≥ 0 (j = 1, . . . , n)

(2)

求矩阵对策解 (x∗, y∗) 的问题等价于求解不等式组(1)和(2)
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方程组法

若最优策略中的 x∗ 和 y∗ 均不为零, 则上述两不等式组的求解问题转化为
∑
i

aijxi = v (j = 1, . . . , n)∑
i

xi = 1
(3)


∑
j

aijyj = v (i = 1, . . . , m)∑
j

yj = 1
(4)

若方程组(3)和(4)存在非负解 x∗ 和 y∗, 便求得了一个对策解

若这两个方程组不存在非负解, 则可将式(3)和(4)中的某些等式改成不等式,
继续试求解, 直至求得对策解

若最优策略的某些分量为零, 则式(3)和(4)可能无解
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方程组法

针对赢得矩阵为 2 × 2 阶的对策问题

A =
[

a11 a12
a21 a22

]

如果 A 有鞍点, 则很容易求出各局中人的最优纯策略; 如果 A 没有鞍点, 则
各局中人最优混合策略中的 x∗ 和 y∗ 均大于零。可求下列方程组

a11x1 + a21x2 = v

a12x1 + a22x2 = v

x1 + x2 = 1
a11y1 + a12y2 = v

a21y1 + a22y2 = v

y1 + y2 = 1
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方程组法

一定有严格的非负解（也就是两个局中人的最优策略）

x∗
1 = a22 − a21

(a11 + a22) − (a12 + a21)

x∗
2 = a11 − a12

(a11 + a22) − (a12 + a21)

y∗
1 = a22 − a12

(a11 + a22) − (a12 + a21)

y∗
2 = a11 − a21

(a11 + a22) − (a12 + a21)

v∗ = a11a22 − a12a21

(a11 + a22) − (a12 + a21)
= VG
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方程组法

给定矩阵对策 G = {S1, S2; A}, A 是 m × n 的矩阵

如果 akj ≥ alj, j = 1, . . . , n, 则称局中人 I 的策略 k 优超于策略 l

如果 aik ≤ ail, i = 1, . . . , m, 则称局中人 II 的策略 k 优超于策略 l

局中人 I 的策略 k 优超于策略 l 说明对局中人 I 而言当其采用策略 k, 无论
局中人 II 采用任何策略, 其获得都比采用策略 l 来的好。因而策略 l 出现的
概率为 0, 可以在赢得矩阵中删除该策略对应的行
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例 3

求解矩阵对策 G = {S1, S2; A}, 其中

A =


3 4 0 3 0
5 0 2 5 9
7 3 9 5 9
4 6 8 7 6
6 0 8 8 3


应用优超原则依次简化得到矩阵

A1 =

 7 3 9 5 9
4 6 8 7 6
6 0 8 8 3

 A2 =

 7 3
4 6
6 0

 A3 =
[

7 3
4 6

]
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例 3

A3 没有鞍点, 得到方程组


7x3 + 4x4 = v

3x3 + 6x4 = v

x3 + x4 = 1
7y1 + 3y2 = v

4y1 + 6y2 = v

y1 + y2 = 1
得到非负解为

x∗
3 = 1

3
, x∗

4 = 2
3

, y∗
1 = 1

2
, y∗

2 = 1
2

, v∗ = 5

于是, 以矩阵 A 为赢得矩阵的对策的一个解为

x∗ =
(

0, 0,
1
3

,
2
3

, 0
)⊤

, y∗ =
(1

2
,
1
2

, 0, 0, 0
)⊤

, VG = 5
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线性规划法

定理 5 任一矩阵对策一定存在混合策略下的解

求解矩阵对策可等价地转化为求解互为对偶的线性规划问题 (P) 和 (D)
(P) max w

s.t.



∑
i

aijxi ≥ w (j = 1, . . . , n)∑
i

xi = 1

xi ≥ 0 (i = 1, . . . , m)

(D) min v

s.t.



∑
j

aijyj ≤ v (i = 1, . . . , m)∑
j

yj = 1

yj ≥ 0 (j = 1, . . . , n)
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线性规划法

在问题 (P) 中令 xi
′ = xi

w
, i = 1, . . . , m, 则约束转化为

∑
i

aijx
′
i ≥ 1 (j = 1, . . . , n)∑

i
x

′
i = 1

w

x
′
i ≥ 0 (i = 1, . . . , m)

则 (P) 等价于线性规划问题

(P′) min
∑

i

x
′

i

s.t.


∑
i

aijx
′
i ≥ 1 (j = 1, . . . , n)

x
′
i ≥ 0 (i = 1, . . . , m)
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线性规划法

同理, 作变换
yj

′ = xj

v
, j = 1, . . . , n

则问题 (D) 等价于线性规划问题

(D′) max
∑

j

y
′

j

s.t.


∑
j

aijy
′
j ≤ 1 (i = 1, . . . , m)

y
′
j ≥ 0 (j = 1, . . . , n)

利用单纯形法求解 (P’) 和 (D’), 得到 x, y 和 w, v

利用变换式得到对策问题的解和值
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例 4

利用线性规划方法求解矩阵对策, 其赢得矩阵为 7 2 9
2 9 0
9 0 11



59 / 63



例 4

转化成两个互为对偶的线性规划问题

(P) min (x1 + x2 + x3)

s.t.


7x1 + 2x2 + 9x3 ≥ 1
2x1 + 9x2 ≥ 1
9x1 + 11x3 ≥ 1
x1, x2, x3 ≥ 0

(D) max (y1 + y2 + y3)

s.t.


7y1 + 2y2 + 9y3 ≤ 1
2y1 + 9y2 ≤ 1
9y1 + 11y3 ≤ 1
y1, y2, y3 ≥ 0
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例 4

上述线性规划的解为

x =
( 1

20
,

1
10

,
1
20

)⊤
, w = 1

5

y =
( 1

20
,

1
10

,
1
20

)⊤
, v = 1

5

因此对策问题的解为
VG = 1

w
= 1

v
= 5

x∗ = VGx =
(1

4
,
1
2

,
1
4

)⊤

y∗ = VGy =
(1

4
,
1
2

,
1
4

)⊤
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课堂练习 1

用图解法求解矩阵对策 G = {S1, S2; A}, 其中

A =


2 4
2 3
3 2

−2 6


局中人 I 的最优混合策略为 x∗ =

(
1
3 , 0, 2

3 , 0
)⊤

局中人 II 的最优混合策略为 y∗ =
(

2
3 , 1

3

)⊤

对策的值 VG = 8
3
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小结

图解法

赢得矩阵为 2 × n 或 m × 2 阶
从几何上理解对策论的思想

方程组法

优超原则

鞍点判断

线性规划法

任一矩阵对策一定存在混合策略下的解

单纯形法

课后作业: P376, 习题 12.5(2)
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Q&A
Thank you!
感谢您的聆听和反馈


