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主要符号表

R 实数集
R𝑛 𝑛维实向量空间
R𝑚×𝑛 𝑚 × 𝑛维实矩阵空间
𝑥 ∈ R 标量
x ∈ R𝑛 𝑛维列向量
X ∈ R𝑚×𝑛 𝑚 × 𝑛维矩阵
xT 向量 x的转置
x(𝑘 ) 第 𝑘 次迭代时的向量 x

x∗ 问题的最优解
𝑥𝑖 向量 x的第 𝑖个分量
𝑥𝑖 𝑗 矩阵X 的第 𝑖行第 𝑗 列分量
x ≥ 0 向量 x的所有分量均大于或等于 0
∇ 𝑓 (x) 函数 𝑓 在点 x处的梯度
∇2 𝑓 (x) 函数 𝑓 在点 x处的海森 (Hessian)矩阵
𝜕 𝑓 (x) 函数 𝑓 在点 x处的次微分
∥x∥ 向量 x的欧几里得范数
|𝑥 | 标量 𝑥的绝对值
⌈𝑥⌉ 标量 𝑥向上取整
⌊𝑥⌋ 标量 𝑥向下取整
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第一部分

运筹篇



第 1章

运筹学简介

运筹学是一门以数学方法为核心,研究经济、民政和国防等部门在内外环境的约束
条件下合理分配人力、物力、财力等资源,使实际系统有效运行的技术科学。从本质上
看,运筹学源于朴素的选优思想。人们在完成特定任务时,总会在现有条件的约束下主动
寻求最优的解决方案,这正是运筹学思想的直观体现。下面结合具体应用案例,阐释运筹
学的实践价值。

例 1.1 高速铁路的运营效益与列车运行数量密切相关。图1.1展示了中国铁路 12306网
站中上海至北京的列车信息。根据官方介绍,每新增一对列车开行方案,年营业收入可
提升数亿元。

图 1.1 上海至北京列车信息

例 1.2 一个邮递员从邮局出发,须遍历其管辖范围内的每一条街道至少一次,最终返回
邮局, 如何规划路线使总行程最短? 该问题由我国数学家管梅谷于 1962 年首次提出,
又称“中国邮递员问题”。其理论可追溯至经典的柯尼斯堡七桥问题,如图1.2所示。
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图 1.2 柯尼斯堡七桥问题

例 1.3 某视频网站积累了约 48万用户对 1.7万余部电影的上亿条评分数据,用户对电
影的评分采用 1星至 5星的评分方式,如表1.1所示。基于现有的评分数据,须对用户未
评分的电影 (用“?”表示)进行评级预测,从而优化电影推荐系统的效果,这就是著名
的奈飞 (Netflix)百万美元大赛。

表 1.1 电影评分表

用户 电影 1 电影 2 电影 3 电影 4 电影 5 · · · 电影 𝑛

A1 1 4 5 ？ 2 · · · 2

A2 4 2 ? ? 4 · · · 5

A3 3 ？ 3 3 4 · · · 2
...

...
...

...
...

...
...

A𝑚 4 1 3 5 ？ · · · ?

运筹学问题种类繁多, 受课时安排的限制, 本书仅选取几类典型的数学模型展开介
绍,旨在为读者构建运筹学的基础认知框架。

(1) 线性规划 (linear programming, LP):目标函数与约束条件均为线性表达式,且决策
变量取连续值,称为线性规划。由于线性规划建模思路简洁、直观且具备成熟的
求解器,已成为运筹学中应用最广泛、最基础的模型之一。此外,诸多复杂的非
线性规划问题,通过适当的变形与近似,也可转化为线性规划问题进行求解。

(2) 整数规划 (integer programming, IP): 当决策变量的取值必须满足整数约束时, 相
应的规划问题称为整数规划。根据目标函数与约束条件是否为线性表达式,整数
规划可划分为线性整数规划与非线性整数规划。进一步,若线性整数规划中决策
变量仅能取 0或 1两个值,则称为 0−1线性整数规划。

(3) 非线性规划 (nonlinear programming, NLP):当目标函数或至少一个约束条件为非
线性表达式时,称为非线性规划。相较于线性规划,非线性规划更贴合实际复杂
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系统的需求,能够描述决策变量间的复杂关系,其广泛应用于生产制造、资源优
化、物流与供应链管理、军事与国防等领域。

(4) 动态规划 (dynamic programming, DP):动态规划是求解多阶段决策过程最优化问
题的重要方法。这类问题由若干相互联系的阶段组成,各阶段依次进行决策,且
前一阶段的状态会影响后一阶段的决策。动态规划以系统整体最优为目标,寻求
使目标函数达到最优的决策序列。

(5) 博弈论 (game theory, GT):又称对策论,主要研究多个理性决策主体在对抗、竞争
或合作等交互局势中的数学模型。各决策主体在同一局势中,因信息掌握程度不
同、利益诉求存在冲突或协同 (如零和博弈、非零和博弈),须自主选择各自策略
以实现自身利益的最大化。

运筹学在实际应用中, 应根据问题的具体描述和特点, 合理进行模型构建和算法设
计。运筹学的一般研究步骤如图1.3所示,相关细节将在后续各章节中逐步展开。

图 1.3 运筹学研究步骤



第 2章

线性规划

2.1 基本概念

2.1.1 线性规划问题

为了帮助读者掌握线性规划问题的建模思路,下面通过两个简单的实例进行讲解。

例 2.1 某公司计划生产 I, II两种家电产品,生产过程中分别占用设备 A, B的台时及调
试工序时间,各设备及工序的每日可用能力,两种产品每件的获利情况如表2.1所示。试
确定该公司应制造两种家电各多少件,使公司获得的日利润最大。

表 2.1 制造两种家电产品所需信息

项目
产品型号

每日可用能力
I II

设备 A占用时间/h 0 5 15

设备 B占用时间/h 6 2 24

调试工序时间/h 1 1 5

利润/元 2 1

解 设产品 I的日产量为 𝑥1 件,产品 II的日产量为 𝑥2 件,且 𝑥1, 𝑥2 均为非负实数。公司
的日利润为两种产品单件利润与产量的乘积之和,即 2𝑥1 + 𝑥2。令 𝑧 = 2𝑥1 + 𝑥2,为使公司
获得的日利润最大,目标函数应为max 𝑧 = 2𝑥1 + 𝑥2。根据各设备及工序的每日可用能力,
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建立资源约束,最终数学模型可表示为

max 𝑧 = 2𝑥1 + 𝑥2

s.t.



5𝑥2 ≤ 15

6𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 24

𝑥1 + 𝑥2 ≤ 5

𝑥1, 𝑥2 ≥ 0

其中, s.t. 是 subject to的缩写,表示“约束于”。

例 2.2 某公司拟在下一年度的 1月至 4月租用工厂堆放物资,各月份所需工厂面积如
表2.2所示。工厂租借费用随合同期限而定,合同期越长折扣越大,具体如表2.3所示。租
借合同可在每月初办理,每次办理时可签订一份合同,也可签订若干份合同。试确定该
公司的最优方案,使所付总租借费用最小。

表 2.2 各月份所需工厂面积

月份 1 2 3 4

所需工厂面积/m2 15 10 20 12

表 2.3 工厂租借费用

合同租借期限 1个月 2个月 3个月 4个月

合同期内的租费/(元 · m−2) 2 800 4 500 6 000 7 300

解 设 𝑥𝑖 𝑗 表示在第 𝑖个月初签订、租借期为 𝑗 个月的工厂面积,其中 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3, 4。因
5月份起该公司不需要租借工厂,故 𝑥24, 𝑥33, 𝑥34, 𝑥42, 𝑥43, 𝑥44均为 0。总租借费用为各类
型合同的租费与对应租用面积的乘积之和, 目标为最小化总费用, 同时还需要满足各月
份的工厂面积需求。于是,数学模型可表示为

min 𝑧 = 2 800(𝑥11 + 𝑥21 + 𝑥31 + 𝑥41) + 4 500(𝑥12 + 𝑥22 + 𝑥32) + 6 000(𝑥13 + 𝑥23) + 7 300𝑥14

s.t.



𝑥11 + 𝑥12 + 𝑥13 + 𝑥14 ≥ 15

𝑥12 + 𝑥13 + 𝑥14 + 𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 ≥ 10

𝑥13 + 𝑥14 + 𝑥22 + 𝑥23 + 𝑥31 + 𝑥32 ≥ 20

𝑥14 + 𝑥23 + 𝑥32 + 𝑥41 ≥ 12

𝑥𝑖 𝑗 ≥ 0, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3, 4
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2.1.2 数学模型

由上述两个例子可以归纳得出, 线性规划问题的数学模型包含三个基本要素: 决策
变量、目标函数与约束条件。其一般形式可表示为

max(min) 𝑧 = 𝑐1𝑥1 + 𝑐2𝑥2 + · · · + 𝑐𝑛𝑥𝑛

s.t.



𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + · · · + 𝑎1𝑛𝑥𝑛 ≤ (=,≥)𝑏1

𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + · · · + 𝑎2𝑛𝑥𝑛 ≤ (=,≥)𝑏2
...

𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 + · · · + 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 ≤ (=,≥)𝑏𝑚

𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑛 ≥ 0

(2.1)

其中, 𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑛为决策变量,取值是连续的; 𝑧为目标函数,是决策变量的线性函数,根
据实际问题取最大化“max”或最小化“min”;约束条件由决策变量的线性等式或不等
式构成。此外, 𝑐1, 𝑐2, · · · , 𝑐𝑛 称为价值系数或费用系数; 𝑏1, 𝑏2, · · · , 𝑏𝑚称为资源量或右端
项; 𝑎11, 𝑎12, · · · , 𝑎𝑚𝑛称为技术系数或约束系数。
线性规划问题(2.1)可整理为

max(min) 𝑧 =
𝑛∑
𝑗=1

𝑐 𝑗𝑥 𝑗

s.t.


𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑖 𝑗𝑥 𝑗 ≤ (=,≥)𝑏𝑖, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑚

𝑥 𝑗 ≥ 0, 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑛

本书中所有向量均默认为列向量,记

c = (𝑐1, 𝑐2, · · · , 𝑐𝑛)T, x = (𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑛)T, b = (𝑏1, 𝑏2, · · · , 𝑏𝑚)T

A =

©­­­­­­«
𝑎11 𝑎12 · · · 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 · · · 𝑎2𝑛
...

...
...

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 · · · 𝑎𝑚𝑛

ª®®®®®®¬
= (p1,p2, · · · ,p𝑛)

则线性规划模型可表示为如下形式

max(min) 𝑧 = cTx

s.t.


𝑛∑
𝑗=1

p 𝑗𝑥 𝑗 ≤ (=,≥)b

x ≥ 0
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或写成更为简洁的矩阵形式
max(min) 𝑧 = cTx

s.t.

Ax ≤ (=,≥)b

x ≥ 0

2.1.3 标准形式

由上一节可知,线性规划问题的形式多种多样,下面定义其标准形式。

定义 2.1
线性规划问题的标准形式为

max 𝑧 =
𝑛∑
𝑗=1

𝑐 𝑗𝑥 𝑗 (2.2a)

s.t.


𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑖 𝑗𝑥 𝑗 = 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑚

𝑥 𝑗 ≥ 0, 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑛

(2.2b)

(2.2c)

标准形式的线性规划模型具有以下四个特征: 目标函数为最大化形式, 所有约束条
件均为等式约束,所有决策变量满足非负约束,约束条件右端常数项均非负。温馨提醒:
部分教材采用以最小化为目标的标准形式。为便于后续描述线性规划解的相关概念与性
质,给出如下定义。

定义 2.2
满足所有约束条件(2.2b)和(2.2c)的解称为可行解,所有可行解构成的集合称为可行
域。在可行域中使目标函数达到最大的可行解称为最优解,记为 x∗。最优解对应的
目标函数值称为最优值,记为 𝑧∗。

对于非标准形式的线性规划问题,通常可通过若干等价变换将其转化为标准形式。
(1) 目标函数的转换: 若原问题为最小化问题

min 𝑧 =
𝑛∑
𝑗=1

𝑐 𝑗𝑥 𝑗

可通过引入新的目标函数 𝑧′ = −𝑧,将其等价地转化为最大化问题

max 𝑧′ = −
𝑛∑
𝑗=1

𝑐 𝑗𝑥 𝑗
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需要注意的是,虽然上述两个问题具有相同的最优解,但其最优值相差一个符号,
即 min 𝑧 = −max 𝑧′。

(2) 约束条件的转换: 在标准形式中,约束条件的右端项要求为非负数。若某约束条
件的右端项 𝑏𝑖 < 0,只须将该约束条件两端同时乘以 −1,便得到等价约束

−
𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑖 𝑗𝑥 𝑗 = −𝑏𝑖

同时,标准形式还要求约束条件为等式。若约束条件为“≤”型不等式,则可引入
松弛变量 𝑠 ≥ 0,使其等于约束条件的右端与左端之差,从而将不等式转化为

𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑖 𝑗𝑥 𝑗 + 𝑠 = 𝑏𝑖, 𝑠 ≥ 0

若约束条件为“≥”型不等式,则可引入剩余变量 𝑠 ≥ 0,将不等式转化为
𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑖 𝑗𝑥 𝑗 − 𝑠 = 𝑏𝑖, 𝑠 ≥ 0

(3) 决策变量的转换: 若某变量 𝑥𝑘 在原问题中无约束 (又称自由变量),可将其表示为
两个非负变量之差

𝑥𝑘 = 𝑥′𝑘 − 𝑥′′𝑘 , 𝑥
′
𝑘 , 𝑥

′′
𝑘 ≥ 0

此时,变量 𝑥𝑘 的取值符号由 𝑥′𝑘 与 𝑥′′𝑘 的相对大小决定。另外,若某变量 𝑥𝑘 ≤ 0,则
可令

𝑥′𝑘 = −𝑥𝑘

从而所有决策变量均满足标准形式中非负的要求。

例 2.3 将线性规划问题

min 𝑧 = 𝑥1 + 3𝑥2 + 4𝑥3

s.t.



−2𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 ≤ 7

−3𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 ≥ 3

4𝑥1 − 2𝑥2 − 3𝑥3 = −6

𝑥1 ≤ 0, 𝑥2 ≥ 0, 𝑥3无约束

转化为标准形式。
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解 首先进行目标函数的转换。令 𝑧′ = −𝑧,则

max 𝑧′ = −𝑥1 − 3𝑥2 − 4𝑥3

s.t.



−2𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 ≤ 7

−3𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 ≥ 3

4𝑥1 − 2𝑥2 − 3𝑥3 = −6

𝑥1 ≤ 0, 𝑥2 ≥ 0, 𝑥3无约束

其次进行约束条件的转换。第三个约束条件的右端项存在负数,因此将其两端同时乘以
−1,得到

max 𝑧′ = −𝑥1 − 3𝑥2 − 4𝑥3

s.t.



−2𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 ≤ 7

−3𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 ≥ 3

−4𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3 = 6

𝑥1 ≤ 0, 𝑥2 ≥ 0, 𝑥3无约束

又因第一、二个约束条件存在“≤”和“≥”,所以引入松弛变量 𝑥4,剩余变量 𝑥5,将不等
式转换为等式,进而得到

max 𝑧′ = −𝑥1 − 3𝑥2 − 4𝑥3 + 0𝑥4 + 0𝑥5

s.t.



−2𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 = 7

−3𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 − 𝑥5 = 3

−4𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3 = 6

𝑥1 ≤ 0, 𝑥2, 𝑥4, 𝑥5 ≥ 0, 𝑥3无约束

注意到 𝑥3 取值无约束, 令 𝑥3 = 𝑥′3 − 𝑥′′3 , 𝑥′3, 𝑥
′′
3 ≥ 0, 同时 𝑥1 的约束条件是 𝑥1 ≤ 0, 令

𝑥′1 = −𝑥1,于是
max 𝑧′ = 𝑥′1 − 3𝑥2 − 4𝑥′3 + 4𝑥′′3 + 0𝑥4 + 0𝑥5

s.t.



2𝑥′1 + 𝑥2 + 𝑥′3 − 𝑥′′3 + 𝑥4 = 7

3𝑥′1 + 𝑥2 + 2𝑥′3 − 2𝑥′′3 − 𝑥5 = 3

4𝑥′1 + 2𝑥2 + 3𝑥′3 − 3𝑥′′3 = 6

𝑥′1, 𝑥2, 𝑥
′
3, 𝑥

′′
3 , 𝑥4, 𝑥5 ≥ 0
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进行简单的变量代换,最终得到原线性规划问题的标准形式

max 𝑧 = 𝑥1 − 3𝑥2 − 4𝑥3 + 4𝑥4

s.t.



2𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 − 𝑥4 + 𝑥5 = 7

3𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 − 2𝑥4 − 𝑥6 = 3

4𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3 − 3𝑥4 = 6

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6 ≥ 0

2.2 图解法

当线性规划问题(2.1)仅含两个决策变量时,其最大化形式的数学模型可简化为

max 𝑧 = 𝑐1𝑥1 + 𝑐2𝑥2

s.t.

𝑎𝑖1𝑥1 + 𝑎𝑖2𝑥2 ≤ (=,≥)𝑏𝑖, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑚

𝑥1, 𝑥2 ≥ 0

由于可行域能够在平面直角坐标系中直观呈现,因此能够采用图解法进行求解。图解法
的基本思路: 首先建立以 𝑥1和 𝑥2为坐标轴的平面直角坐标系,将各约束条件表示为相应
的直线或半平面,从而确定问题的可行域。其次绘制目标函数的等值线,并沿其改进方向
平移。最后在可行域的顶点处比较目标函数值,确定问题的最优解。

2.2.1 求解过程

例 2.4 用图解法求解线性规划问题

max 𝑧 = 2𝑥1 + 3𝑥2

s.t.



𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 8

4𝑥1 ≤ 16

4𝑥2 ≤ 12

𝑥1, 𝑥2 ≥ 0

解 以 𝑥1, 𝑥2 为坐标轴建立平面直角坐标系,非负条件 𝑥1, 𝑥2 ≥ 0指第一象限。每个不等
式约束对应平面上的一个半平面,可行域为所有约束半平面的交集,如图2.1中的阴影部
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分。阴影区域内的每一个点都是这个线性规划问题的可行解,因而此区域是线性规划问
题的可行域。

1 2 3 4 5 6 7 8

1

2

3

4

5

O x1

x2

x1 + 2x2 = 8
4x1 = 16

4x2 = 12

Q1

Q2

Q3Q4

图 2.1 可行域

如图2.2所示,目标函数可以看作以 𝑧为参数、−2
3
为斜率的一族等值线,即

𝑥2 = −2
3
𝑥1 +

𝑧

3
当 𝑧 值由小变大时,该直线沿法线方向逐渐向右上方移动。当移动到点 𝑄2 时, 𝑧 值在可
行域内实现最大化。因此,该问题的最优解为 𝑄2(4, 2),最优值为 𝑧 = 14。

1 2 3 4 5 6 7 8

1

2

3

4

5

O x1

x2

Q2

图 2.2 目标函数变化

2.2.2 几种可能解

由例2.4可知,该问题存在唯一最优解。但对于一般线性规划问题,除唯一最优解外,
还可能出现无穷多最优解、无界解及无可行解等情况。

(1) 无穷多最优解: 当目标函数的等值线在最优位置与可行域的某条边界重合或平
行时,沿该边界的任意点都能取得相同的最优目标函数值,从而产生无穷多最优
解。以例2.4为例,若将目标函数改为max 𝑧 = 2𝑥1+4𝑥2,则目标函数的等值线与约
束条件 𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 8对应的边界平行。当 𝑧由小增大时,等值线最终与线段 𝑄2𝑄3

重合。因此,线段 𝑄2𝑄3上任意一点均为最优解,如图2.3所示。
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1 2 3 4 5 6 7 8

1

2

3

4

5

O x1

x2

Q3

Q2

图 2.3 无穷多最优解

(2) 无界解: 若可行域在目标函数的改进方向上无界延伸,此时目标函数值可以无限
增大或无限减小,则称该问题具有无界解。考查线性规划模型

max 𝑧 = 𝑥1 + 𝑥2

s.t.


−2𝑥1 + 𝑥2 ≤ 4

𝑥1 − 𝑥2 ≤ 2

𝑥1, 𝑥2 ≥ 0

由图2.4可以看出,可行域在某一方向上不受约束条件限制,目标函数 𝑧 = 𝑥1 + 𝑥2

可无限增大。这表明该问题虽然存在可行解,但不存在有限的最优解。

O x1

x2

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

6

x2 = 4 + 2x1

x2 = x1 ! 2

图 2.4 无界解

(3) 无可行解: 当约束条件之间相互矛盾、不存在任何点能同时满足所有约束条件
时,可行域为空集,称问题无可行解,此时自然也不存在最优解。以例2.4为例,若
增加约束条件 𝑥1 + 𝑥2 ≥ 10,则该约束条件与原有约束条件 𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 8相互矛盾,
导致可行域为空,从而该问题无可行解。
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2.3 解与凸集

2.3.1 基解

考虑标准形式的线性规划问题(2.2a)∼(2.2c),设A为约束方程组的 𝑚 × 𝑛 (𝑛 > 𝑚) 系
数矩阵,其秩为 𝑚。记

B =

©­­­­­­«
𝑎11 𝑎12 · · · 𝑎1𝑚

𝑎21 𝑎22 · · · 𝑎2𝑚
...

...
...

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 · · · 𝑎𝑚𝑚

ª®®®®®®¬
= (p1,p2, · · · ,p𝑚)

定义 2.3
若B是矩阵A中的一个 𝑚阶满秩子矩阵,则称B为该线性规划问题的一个基。矩
阵B 中的每一个列向量 p 𝑗 称为基向量,其中 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑚。与基向量 p 𝑗 对应的
变量 𝑥 𝑗 称为基变量,所有基变量记为 xB = (𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑚)T。除基变量外的其余变
量称为非基变量,所有非基变量记为 xN = (𝑥𝑚+1, 𝑥𝑚+2, · · · , 𝑥𝑛)T。

例 2.5 找出线性规划问题

max 𝑧 = 70𝑥1 + 120𝑥2

s.t.



9𝑥1 + 4𝑥2 + 𝑥3 = 360

4𝑥1 + 5𝑥2 + 𝑥4 = 200

3𝑥1 + 10𝑥2 + 𝑥5 = 300

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5 ≥ 0

的基、基向量和基变量。

解 写出约束方程组的系数矩阵

A =
©­­­«
9 4 1 0 0
4 5 0 1 0
3 10 0 0 1

ª®®®¬
寻找阶为 3的满秩子矩阵,得到该线性规划问题的一个基

B =
©­­­«
1 0 0
0 1 0
0 0 1

ª®®®¬ = (p3,p4,p5)
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对应的基变量为 xB = (𝑥3, 𝑥4, 𝑥5)T,非基变量为 xN = (𝑥1, 𝑥2)T。另一个基为

B′ =
©­­­«

4 0 0
5 1 0
10 0 1

ª®®®¬ = (p2,p4,p5)

对应的基变量为 xB = (𝑥2, 𝑥4, 𝑥5)T,非基变量为 xN = (𝑥1, 𝑥3)T。

定义 2.4
在约束条件(2.2b)中,令所有非基变量 𝑥𝑚+1, 𝑥𝑚+2, · · · , 𝑥𝑛取值为 0,则称

x = (𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑚, 0, · · · , 0)T

为线性规划问题的基解。进一步, 满足变量非负约束条件(2.2c)的基解称为基可行
解,与之对应的基称为可行基。

约束方程组(2.2b)的基解数目最多为 C𝑚
𝑛 , 而基可行解的数目通常少于基解的数目。

上述各类解之间的关系如图2.5所示。此外,若某一基解的非零分量个数小于 𝑚,则称该
基解为退化解。在后续讨论中,均设线性规划问题不出现退化情形。

可⾏解 基解

基
可
⾏
解

图 2.5 可行解、基解与基可行解

例 2.6 求出线性规划问题

max 𝑧 = 2𝑥1 + 3𝑥2 + 𝑥3

s.t.



𝑥1 + 𝑥3 = 5

𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥4 = 10

𝑥2 + 𝑥5 = 4

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5 ≥ 0

的全部基解,指出其中的基可行解,并确定最优解。
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解 写出约束方程组的系数矩阵

A =
©­­­«
1 0 1 0 0
1 2 0 1 0
0 1 0 0 1

ª®®®¬
根据表2.4可知,最优解为 x∗ = (2, 4, 3, 0, 0)T,最优值为 𝑧∗ = 19。

表 2.4 全部基解

序号 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑧 基可行解

1⃝ 0 0 5 10 4 5 ✓

2⃝ 0 4 5 2 0 17 ✓

3⃝ 5 0 0 5 4 10 ✓

4⃝ 0 5 5 0 −1 20 ×
5⃝ 10 0 −5 0 4 15 ×
6⃝ 5 5/2 0 0 3/2 35/2 ✓

7⃝ 5 4 0 −3 0 22 ×
8⃝ 2 4 3 0 0 19 ✓

2.3.2 凸集

定义 2.5
设集合 𝑆 ⊆ R𝑛,若对任意两点 x1,x2 ∈ 𝑆及实数 𝛼 ∈ (0, 1),都满足

𝛼x1 + (1 − 𝛼)x2 ∈ 𝑆

则称集合 𝑆为凸集。

由定义知,凸集中任意两点连成的线段必属于这个集合。若集合不满足凸集的定义,
则称为非凸集。例如,图2.6(a)与 (b)为凸集,图2.6(c)与 (d)为非凸集。

定义 2.6
对于凸集 𝑆中的点 x,若不存在两个不同的点 x1,x2 ∈ 𝑆及实数 𝛼 ∈ (0, 1),使得

x = 𝛼x1 + (1 − 𝛼)x2 ∈ 𝑆

则称 x为凸集 𝑆的顶点 (极点)。
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图 2.6 凸集与非凸集

2.3.3 基本定理

定理 2.7
若线性规划问题存在可行解,则其可行域为凸集。

证明 记 𝑆为满足线性规划问题约束条件的集合
𝑛∑
𝑗=1

p 𝑗𝑥 𝑗 = b, 𝑥 𝑗 ≥ 0, 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑛

任取 𝑆中两点

x1 = (𝑥11, 𝑥12, · · · , 𝑥1𝑛)T, x2 = (𝑥21, 𝑥22, · · · , 𝑥2𝑛)T

且 x1 ≠ x2,一定满足
𝑛∑
𝑗=1

p 𝑗𝑥1 𝑗 = b, 𝑥1 𝑗 ≥ 0, 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑛

𝑛∑
𝑗=1

p 𝑗𝑥2 𝑗 = b, 𝑥2 𝑗 ≥ 0, 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑛

设 x = (𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑛)T为 x1与 x2连线上任意一点及实数 𝛼 ∈ (0, 1),有

x = 𝛼x1 + (1 − 𝛼)x2

其中 𝑥 𝑗 = 𝛼𝑥1 𝑗 + (1 − 𝛼)𝑥2 𝑗。代入约束条件得到

𝑛∑
𝑗=1

p 𝑗𝑥 𝑗 =
𝑛∑
𝑗=1

p 𝑗

(
𝛼𝑥1 𝑗 + (1 − 𝛼)𝑥2 𝑗

)
= 𝛼

𝑛∑
𝑗=1

p 𝑗𝑥1 𝑗 +
𝑛∑
𝑗=1

p 𝑗𝑥2 𝑗 − 𝛼
𝑛∑
𝑗=1

p 𝑗𝑥2 𝑗

= 𝛼b + b − 𝛼b

= b
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由于 𝑥1 𝑗 ≥ 0, 𝑥2 𝑗 ≥ 0, 𝛼 > 0, 1 − 𝛼 > 0,可知对于任意 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑛都有

𝑥 𝑗 ≥ 0

因此,集合 𝑆中任意两点连线上的点仍属于 𝑆,即 𝑆是凸集。

定理 2.8
线性规划问题的可行解 x = (𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑛)T 为基可行解的充分必要条件是, x的
正分量所对应的系数列向量线性无关。

证明 由基可行解的定义直接可得必要性 (⇒)。下面证明充分性 (⇐)。若向量p1,p2, · · · ,p𝑘

线性无关,则必有 𝑘 ≤ 𝑚。当 𝑘 = 𝑚时,向量 p1,p2, · · · ,p𝑘 恰好构成一个基,从而

x = (𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑚, 0, · · · , 0)T

为相应的基可行解。当 𝑘 < 𝑚时,则一定可以从其余的列向量中选出 𝑚 − 𝑘 个向量,与向
量 p1,p2, · · · ,p𝑘 构成线性无关向量组,其对应的解恰为 x。综上,充分性成立。

定理 2.9
线性规划问题的基可行解 x对应可行域 (凸集)的顶点。

定理2.9称为线性规划的基本定理,其重要性在于建立了可行域的顶点与基可行解之
间的严格对应关系,从而可以通过代数方法求解基可行解。

定理 2.10
若线性规划问题的可行域有界,则其目标函数必在可行域 (凸集)的某个顶点上达
到最优。

受定理2.10启发, 线性规划问题的基本求解思路可概括为以下几点。先找到可行域
的任意一个顶点,计算该顶点处的目标函数值。再比较相邻顶点的目标函数值,若不存在
函数值更优的相邻顶点, 则该顶点即为最优解或最优解之一, 否则转向函数值更优的相
邻顶点。重复上述迭代与比较过程,直至找到使目标函数达到最优的顶点。

2.4 单纯形法

尽管线性规划问题理论上可通过枚举法求解,但当决策变量数 𝑛和约束条件数 𝑚较
大时,计算量会呈指数级增长,实际应用中根本无法实现。
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2.4.1 计算步骤

为解决上述困境,单纯形法应运而生。首先构造一个初始基可行解,对其进行最优性
检验。若不是最优解,则按规则选择入基与出基变量,通过基变换将当前基可行解转换为
相邻的基可行解,并使目标函数值不断改进。反复迭代,直至得到最优解。

(1) 建立初始单纯形表: 为规范计算流程, 需要引入单纯形表。考虑线性规划问
题(2.2a)∼(2.2c)的约束方程组

𝑥1 + 𝑎1,𝑚+1𝑥𝑚+1 + · · · + 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1

𝑥2 + 𝑎2,𝑚+1𝑥𝑚+1 + · · · + 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2
...

𝑥𝑚 + 𝑎𝑚,𝑚+1𝑥𝑚+1 + · · · + 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑚

其中, 𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑚为基变量,其余为非基变量。记系数矩阵为

A =

©­­­­­­«
1 0 · · · 0 𝑎1,𝑚+1 · · · 𝑎1𝑛

0 1 · · · 0 𝑎2,𝑚+1 · · · 𝑎2𝑛
...

...
...

...
...

0 0 · · · 1 𝑎𝑚,𝑚+1 · · · 𝑎𝑚𝑛

ª®®®®®®¬
基于此,可列出初始单纯形表2.5。表中 𝑐 𝑗 − 𝑧 𝑗 为检验数,定义为

𝜎𝑗 = 𝑐 𝑗 − 𝑧 𝑗 = 𝑐 𝑗 −
𝑚∑
𝑖=1

𝑐𝑖𝑎𝑖 𝑗

表 2.5 初始单纯形表

𝑐 𝑗 → 𝑐1 𝑐2 · · · 𝑐𝑚 · · · 𝑐 𝑗 · · · 𝑐𝑛

cB xB b 𝑥1 𝑥2 · · · 𝑥𝑚 · · · 𝑥 𝑗 · · · 𝑥𝑛

𝑐1 𝑥1 𝑏1 1 0 · · · 0 · · · 𝑎1 𝑗 · · · 𝑎1𝑛

𝑐2 𝑥2 𝑏2 0 1 · · · 0 · · · 𝑎2 𝑗 · · · 𝑎2𝑛
...

...
...

...
...

...
...

...

𝑐𝑚 𝑥𝑚 𝑏𝑚 0 0 · · · 1 · · · 𝑎𝑚𝑗 · · · 𝑎𝑚𝑛

𝑐 𝑗 − 𝑧 𝑗 0 0 · · · 0 · · · 𝜎𝑗 · · · 𝜎𝑛

同时,选取一个 𝑚 × 𝑚单位矩阵对应的列作为初始可行基。
(2) 最优性检验: 若所有检验数均满足 𝜎𝑗 ≤ 0且不含人工变量 (详见下节),则当前基
可行解即为最优解,迭代终止。若存在 𝜎𝑗 > 0且对应列向量 p 𝑗 ≤ 0 (即列中所有
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元素均非正), 则目标函数可沿该方向无限增大, 问题无界。否则, 转入下一步开
展基变换迭代。

(3) 基可行解的转换: 当需要继续改进目标函数值时,可将当前基可行解转换为相邻
的、目标函数值更大的基可行解。首先按如下最大检验数原则

𝜎𝑘 = max
𝑗
{𝜎𝑗 | 𝜎𝑗 > 0}

从所有检验数为正的非基变量中,选取检验数最大的变量 𝑥𝑘 作为换入变量,标记
为 𝑥𝑘。其次按如下最小比值原则

𝜃 = min
𝑖

{
𝑏𝑖
𝑎𝑖𝑘

��� 𝑎𝑖𝑘 > 0
}
=

𝑏𝑙
𝑎𝑙𝑘

确定主元素 𝑎𝑙𝑘 ,标记为 [𝑎𝑙𝑘],并据此选取 𝑥𝑙 为换出变量,标记为 𝑥𝑙。随后对单纯
形表实施初等行变换, 将主元素化为 1, 同时把主元素所在列的其余元素全部化
为 0,从而得到更新后的单纯形表与新的基可行解。

(4) 重复迭代直至结束: 重复执行上述两个步骤, 直至满足最优性停止条件, 否则判
定为无界或无可行解。

例 2.7 用单纯形法求解线性规划问题

max 𝑧 = 2𝑥1 + 𝑥2

s.t.



5𝑥2 ≤ 15

6𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 24

𝑥1 + 𝑥2 ≤ 5

𝑥1, 𝑥2 ≥ 0

解 先将原问题转化为标准形式,对“≤”型约束分别引入松弛变量 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5 ≥ 0,得到

max 𝑧 = 2𝑥1 + 𝑥2

s.t.



5𝑥2 + 𝑥3 = 15

6𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥4 = 24

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥5 = 5

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5 ≥ 0
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将上述约束条件直接写成矩阵方程Ax = b,其中

A =
©­­­«
0 5 1 0 0
6 2 0 1 0
1 1 0 0 1

ª®®®¬ , x = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5)T

据此构造初始单纯形表2.6。

表 2.6 初始单纯形表

𝑐 𝑗 → 2 1 0 0 0

cB xB b 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5

0 𝑥3 15 0 5 1 0 0

0 𝑥4 24 6 2 0 1 0

0 𝑥5 5 1 1 0 0 1

𝑐 𝑗 − 𝑧 𝑗 2 1 0 0 0

当前检验数中存在 𝜎𝑗 > 0,说明初始基可行解不是最优解,需要进行单纯形迭代。根
据最大检验数原则,由于 𝜎1 > 𝜎2,故选取 𝑥1作为换入变量。然后计算最小比值

𝜃 = min
{
+∞,

24
6
,
5
1

}
= 4

从而确定主元素为 6,换出变量为 𝑥4。以主元素为中心进行初等行变换,得到第一次迭代
后的单纯形表2.7。

表 2.7 第一次迭代后的单纯形表

𝑐 𝑗 → 2 1 0 0 0

cB xB b 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5

0 𝑥3 15 0 5 1 0 0

2 𝑥1 4 1 2/6 0 1/6 0

0 𝑥5 1 0 [4/6] 0 −1/6 1

𝑐 𝑗 − 𝑧 𝑗 0 1/3 0 −1/3 0

仍有检验数 𝜎2 > 0,故选取 𝑥2为换入变量。计算最小比值

𝜃 = min
{

15
5
,

4
2/6 ,

1
4/6

}
=

6
4
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从而确定主元为 4/6,换出变量为 𝑥5。再次进行初等行变换,得到第二次迭代后的单
纯形表2.8。

表 2.8 第二次迭代后的单纯形表

𝑐 𝑗 → 2 1 0 0 0

cB xB b 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5

0 𝑥3 15/2 0 0 1 5/4 −15/2
2 𝑥1 7/2 1 0 0 1/4 −1/2
1 𝑥2 3/2 0 1 0 −1/4 3/2

𝑐 𝑗 − 𝑧 𝑗 0 0 0 −1/4 −1/2

此时,所有检验数均满足𝜎𝑗 ≤ 0,迭代终止。得到最优解为x∗ = (7/2, 3/2, 15/2, 0, 0)T,
最优值为 𝑧∗ = 2𝑥1 + 𝑥2 = 17/2。

2.4.2 大 𝑀 法

若线性规划问题无法直接找到初始基可行解,应当如何处理? 常用的方法为大 𝑀 法
和两阶段法。其中,大 𝑀 法又称为惩罚法,通过引入人工变量,并取 𝑀 为一个充分大的
正数,在原问题的目标函数中添加 −𝑀 与每个人工变量的乘积项。当目标函数为最大化
时,只有将所有人工变量从基变量中换出,原问题才有可能达到最优解。

例 2.8 用大 𝑀 法求解线性规划问题

max 𝑧 = −3𝑥1 + 𝑥3

s.t.



𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 ≤ 4

−2𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 ≥ 1

3𝑥2 + 𝑥3 = 9

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ≥ 0

解 先将原问题转化为标准形式
max 𝑧 = −3𝑥1 + 𝑥3 + 0𝑥4 + 0𝑥5

s.t.



𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 = 4

−2𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 − 𝑥5 = 1

3𝑥2 + 𝑥3 = 9

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5 ≥ 0



运筹学导论 23

观察约束条件的系数矩阵可知, 不存在现成的单位矩阵作为初始基矩阵, 无法直接构造
初始基可行解。因此,采用大 𝑀 法,对相应约束条件引入人工变量 𝑥6, 𝑥7 ≥ 0,并在目标函
数中给予其足够大的惩罚系数 𝑀 ,构造辅助线性规划问题

max 𝑧 = −3𝑥1 + 𝑥3 + 0𝑥4 + 0𝑥5 − 𝑀𝑥6 − 𝑀𝑥7

s.t.



𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 = 4

−2𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 − 𝑥5 + 𝑥6 = 1

3𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥7 = 9

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥7 ≥ 0

以 𝑥4, 𝑥6, 𝑥7为初始基变量,构造初始单纯形表,并按单纯形法迭代求解,详见表2.9。

表 2.9 大 𝑀 法迭代过程

𝑐 𝑗 → −3 0 1 0 0 −𝑀 −𝑀
cB xB b 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 𝑥7

0 𝑥4 4 1 1 1 1 0 0 0

−𝑀 𝑥6 1 −2 [1] −1 0 −1 1 0

−𝑀 𝑥7 9 0 3 1 0 0 0 1

𝑐 𝑗 − 𝑧 𝑗 −3 − 2𝑀 4𝑀 1 0 −𝑀 0 0

0 𝑥4 3 3 0 2 1 1 −1 0

0 𝑥2 1 −2 1 −1 0 −1 1 0

−𝑀 𝑥7 6 [6] 0 4 0 3 −3 1

𝑐 𝑗 − 𝑧 𝑗 −3 + 6𝑀 0 1 + 4𝑀 0 3𝑀 −4𝑀 0

0 𝑥4 0 0 0 0 1 −1/2 −1/2 1/2
0 𝑥2 3 0 1 1/3 0 0 0 1/3
−3 𝑥1 1 1 0 [2/3] 0 1/2 −1/2 1/6

𝑐 𝑗 − 𝑧 𝑗 0 0 3 0 3/2 −3/2 − 𝑀 1/2 − 𝑀

0 𝑥4 0 0 0 0 1 −1/2 1/2 −1/2
0 𝑥2 5/2 −1/2 1 0 0 −1/4 1/4 1/4
1 𝑥3 3/2 3/2 0 1 0 3/4 −3/4 1/4

𝑐 𝑗 − 𝑧 𝑗 −9/2 0 0 0 −3/4 3/4 − 𝑀 −1/4 − 𝑀

由单纯形表可得, 线性规划问题的最优解为 x∗ = (0, 5/2, 3/2, 0, 0, 0, 0)T, 最优值为
𝑧∗ = 3/2。因所有人工变量 𝑥6, 𝑥7 均为零,于是原问题的最优解为 x∗ = (0, 5/2, 3/2)T,最
优值为 𝑧∗ = 3/2。
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2.4.3 两阶段法

为克服大 𝑀 法在计算机求解中因 𝑀 取值带来的数值精度问题,可将引入后的线性
规划问题分为两个阶段求解。不同于上一节,这里构造辅助线性规划问题

max 𝑤 = −
𝑚∑
𝑖=1

𝑦𝑖

s.t.



𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑖 𝑗𝑥 𝑗 + 𝑦𝑖 = 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑚

𝑥 𝑗 ≥ 0, 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑚

𝑦𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑛

基于此,求解含人工变量线性规划问题的两阶段法步骤如下。
(1) 第一阶段: 采用单纯形法求解辅助问题。若人工变量取值为 0,目标函数值也为 0,
则此时的最优解对应原线性规划问题的一个基可行解。若最优目标函数值不为
0,即最优解的基变量中仍含有非零人工变量,则表明原线性规划问题无可行解。

(2) 第二阶段: 在第一阶段已求得原问题的一个初始基可行解的基础上,继续求解原
问题的最优解。先对第一阶段的最优单纯形表进行调整,将检验数行替换为原问
题的价值系数,删去所有人工变量所在列,再以单纯形法继续迭代计算。

例 2.9 用两阶段法求解线性规划问题

max 𝑧 = −3𝑥1 + 𝑥3

s.t.



𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 ≤ 4

−2𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 ≥ 1

3𝑥2 + 𝑥3 = 9

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ≥ 0

解 将原问题转化为带人工变量的线性规划问题

max 𝑧 = −3𝑥1 + 𝑥3 + 0𝑥4 + 0𝑥5 − 𝑀𝑥6 − 𝑀𝑥7

s.t.



𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 = 4

−2𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 − 𝑥5 + 𝑥6 = 1

3𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥7 = 9

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥7 ≥ 0
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以最大化 𝑤 = −𝑥6 − 𝑥7为目标,构造辅助线性规划问题

max 𝑤 = −𝑥6 − 𝑥7

s.t.



𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 = 4

−2𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 − 𝑥5 + 𝑥6 = 1

3𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥7 = 9

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥7 ≥ 0

在相同约束条件下使用单纯形法迭代求解,计算过程如表2.10所示。可以看出,第一阶段
的最优值为 𝑤∗ = 0,得到一组基可行解

𝑥1 = 1, 𝑥2 = 3, 𝑥3 = 𝑥4 = 𝑥5 = 𝑥6 = 𝑥7 = 0

此时人工变量 𝑥6 = 𝑥7 = 0,因此 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5)T = (1, 3, 0, 0, 0)T为原问题的一个基可行
解,可进入第二阶段计算。

表 2.10 第一阶段单纯形法迭代过程

𝑐 𝑗 → 0 0 0 0 0 −1 −1

cB xB b 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 𝑥7

0 𝑥4 4 1 1 1 1 0 0 0

−1 𝑥6 1 −2 [1] −1 0 −1 1 0

−1 𝑥7 9 0 3 1 0 0 0 1

𝑐 𝑗 − 𝑧 𝑗 −2 4 0 0 −1 0 0

0 𝑥4 3 3 0 2 1 1 −1 0

0 𝑥2 1 −2 1 −1 0 −1 1 0

−1 𝑥7 6 [6] 0 4 0 3 −3 1

𝑐 𝑗 − 𝑧 𝑗 6 0 4 0 3 −4 0

0 𝑥4 0 0 0 0 1 −1/2 1/2 −1/2
0 𝑥2 3 0 1 1/3 0 0 0 1/3

0 𝑥1 1 1 0 2/3 0 1/2 −1/2 1/6

𝑐 𝑗 − 𝑧 𝑗 0 0 0 0 0 −1 −1

删去第一阶段单纯形表2.10中人工变量 𝑥6, 𝑥7所在列,并将变量 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3对应的价值
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系数 𝑐 𝑗 替换为原问题目标函数的系数。第二阶段对应的原问题标准形式为

max 𝑧 = −3𝑥1 + 0𝑥2 + 𝑥3 + 0𝑥4 + 0𝑥5

s.t.



𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 = 4

−2𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 − 𝑥5 = 1

3𝑥2 + 𝑥3 = 9

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5 ≥ 0

计算过程如表2.11所示。所有检验数满足 𝜎𝑗 ≤ 0,且存在非基变量的检验数为 0,故原线
性规划问题存在无穷多最优解。

表 2.11 第二阶段单纯形法迭代过程

𝑐 𝑗 → −3 0 1 0 0

cB xB b 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5

0 𝑥4 0 0 0 0 1 −1/2
0 𝑥2 3 0 1 1/3 0 0

−3 𝑥1 1 1 0 [2/3] 0 1/2

𝑐 𝑗 − 𝑧 𝑗 0 0 3 0 3/2

0 𝑥4 0 0 0 0 1 −1/2
0 𝑥2 5/2 −1/2 1 0 0 −1/4
1 𝑥3 3/2 3/2 0 1 0 3/4

𝑐 𝑗 − 𝑧 𝑗 −9/2 0 0 0 −3/4

2.4.4 其他问题

运用单纯形法求解线性规划问题, 可能遇到一些需要特别注意的情况, 如最小化问
题、退化现象及无可行解的判别等。

(1) 最小化问题: 部分教材以最小化形式作为线性规划的标准形式, 此时单纯形表
中的最优性判别条件与最大化问题存在差异。应改为, 若表中所有检验数满足
𝜎𝑗 ≥ 0,则当前基可行解即为最优解。否则,应继续迭代以改进目标函数值。

(2) 退化现象: 在单纯形法的迭代过程中,通常采用最小比值原则确定出基变量。当
计算最小比值时,若出现两个或多个相同的最小值,则在下一轮单纯形表中可能
出现某些基变量取值为 0, 该现象称为退化, 对应的解称为退化解。这种现象一
般是由于模型中存在冗余约束,使得可行域的同一顶点对应多个基可行解。当出
现退化解时,可能会导致迭代过程发生循环。为此,布兰德 (Bland)在 1977年提
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出了布兰德规则。当存在多个 𝜎𝑗 > 0时, 选取下标最小的非基变量作为入基变
量。若计算 𝜃 比值时出现多个相同的最小值,则选择下标最小的基变量作为出基
变量。按上述规则进行变量选择,可以避免单纯形法计算过程中出现循环现象。

(3) 无可行解的判别: 若在迭代计算结束时,所有检验数满足 𝜎𝑗 ≤ 0,但基变量中仍然
包含非零人工变量,则说明原线性规划问题无可行解。

2.5 对偶问题

2.5.1 问题提出

针对例2.1的生产规划问题,略作调整以便更好地理解对偶问题。

例 2.10 因经营调整,企业不再自行组织生产,而是将现有的三种能力资源全部出租用
于对外加工。那么,公司应考虑如何确定各种资源的租价,才能获得最大租金利润。

解 当公司选择资源出租而非自行生产时,出租资源获得的总租金收入不应低于公司自
行生产时能够获得的利润水平,否则出租行为失去经济意义。设 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3 分别表示单位
时间内出租设备 A、设备 B及调试工序所收取的租金,满足约束条件

6𝑦2 + 𝑦3 ≥ 2

5𝑦1 + 2𝑦2 + 𝑦3 ≥ 1

另外,从租赁方的角度出发,应尽可能降低自身的租金成本。于是得到数学模型

min 𝑤 = 15𝑦1 + 24𝑦2 + 5𝑦3

s.t.


6𝑦2 + 𝑦3 ≥ 2

5𝑦1 + 2𝑦2 + 𝑦3 ≥ 1

𝑦1, 𝑦2, 𝑦3 ≥ 0

考虑原问题为如下对称形式的线性规划问题

max 𝑧 = 𝑐1𝑥1 + 𝑐2𝑥2 + · · · + 𝑐𝑛𝑥𝑛

s.t.



𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + · · · + 𝑎1𝑛𝑥𝑛 ≤ 𝑏1

𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + · · · + 𝑎2𝑛𝑥𝑛 ≤ 𝑏2
...

𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 + · · · + 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 ≤ 𝑏𝑚

𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑛 ≥ 0

(2.3)
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其对偶问题可表述为

min 𝑤 = 𝑏1𝑦1 + 𝑏2𝑦2 + · · · + 𝑏𝑚𝑦𝑚

s.t.



𝑎11𝑦1 + 𝑎21𝑦2 + · · · + 𝑎𝑚1𝑦𝑚 ≥ 𝑐1

𝑎12𝑦1 + 𝑎22𝑦2 + · · · + 𝑎𝑚2𝑦𝑚 ≥ 𝑐2
...

𝑎1𝑛𝑦1 + 𝑎2𝑛𝑦2 + · · · + 𝑎𝑚𝑛𝑦𝑚 ≥ 𝑐𝑛

𝑦1, 𝑦2, · · · , 𝑦𝑚 ≥ 0

(2.4)

其中, 所有决策变量均满足非负约束, 同时当目标函数求最小值时, 所有约束条件均取
“≥”。上式可简写为

min 𝑤 =
𝑚∑
𝑖=1

𝑏𝑖𝑦𝑖

s.t.


𝑚∑
𝑖=1

𝑎𝑖 𝑗𝑦𝑖 ≥ 𝑐 𝑗 , 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑛

𝑦𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑚

进一步得到矩阵形式
min 𝑤 = bTy

s.t.

ATy ≥ c

y ≥ 0

将对称形式线性规划的原问题与对偶问题进行对比,如表2.12所示。

表 2.12 对称形式原问题与对偶问题比较

项目 原问题(2.3) 对偶问题(2.4)

A 约束条件的系数 约束条件的系数转置

b 约束条件的右端项 目标函数的系数转置

c 目标函数的系数转置 约束条件的右端项

目标函数 max 𝑧 = cTx min 𝑤 = bTy

约束条件 Ax ≤ b ATy ≥ c

决策变量 x ≥ 0 y ≥ 0
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例 2.11 写出线性规划问题
max 𝑧 = 5𝑥1 + 6𝑥2

s.t.


3𝑥1 − 2𝑥2 ≤ 7

4𝑥1 + 𝑥2 ≤ 9

𝑥1, 𝑥2 ≥ 0

的对偶问题。

解 根据表2.12,引入对偶变量 𝑦1, 𝑦2 ≥ 0,可直接写出对偶问题

min 𝑤 = 7𝑦1 + 9𝑦2

s.t.


3𝑦1 + 4𝑦2 ≥ 5

−2𝑦1 + 𝑦2 ≥ 6

𝑦1, 𝑦2 ≥ 0

请尝试推导对偶问题的对偶规划,并将其与原问题进行比较。

性质 2.11
原问题与对偶问题互为对偶,且对偶问题的对偶即为原问题。

2.5.2 非对称形式的对偶

下面探讨如何写出非对称形式线性规划问题的对偶问题。
(1) 等式约束的转换: 若约束条件为等式形式,则该约束可视为同时满足两个方向的
不等式约束,即“≤”与“≥”同时成立。具体而言,等式约束

𝑎𝑖1𝑥1 + 𝑎𝑖2𝑥2 + · · · + 𝑎𝑖𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑚

可等价地分解为

𝑎𝑖1𝑥1 + 𝑎𝑖2𝑥2 + · · · + 𝑎𝑖𝑛𝑥𝑛 ≤ 𝑏𝑖, 𝑎𝑖1𝑥1 + 𝑎𝑖2𝑥2 + · · · + 𝑎𝑖𝑛𝑥𝑛 ≥ 𝑏𝑖

(2) 不等式方向的转换: 当约束条件本身为不等式时,其方向应与目标函数类型相协
调。若原问题为最大化,则约束条件为“≤”型。具体而言,对于

𝑎𝑖1𝑥1 + 𝑎𝑖2𝑥2 + · · · + 𝑎𝑖𝑛𝑥𝑛 ≥ 𝑏𝑖
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可通过两端同时乘以 −1,将其转化为等价的“≤”型约束

−𝑎𝑖1𝑥1 − 𝑎𝑖2𝑥2 − · · · − 𝑎𝑖𝑛𝑥𝑛 ≤ −𝑏𝑖

相反,若原问题为最小化,则约束条件为“≥”型。
(3) 决策变量的转换: 当变量 𝑥𝑘 取值无约束时,可将其表示为两个非负变量之差

𝑥𝑘 = 𝑥′𝑘 − 𝑥′′𝑘 , 𝑥
′
𝑘 , 𝑥

′′
𝑘 ≥ 0

此时, 𝑥𝑘 的取值符号由 𝑥′𝑘 与 𝑥′′𝑘 的相对大小决定。当 𝑥𝑘 ≤ 0时,则可令

𝑥′𝑘 = −𝑥𝑘 , 𝑥′𝑘 ≥ 0

从而满足决策变量的取值非负。

例 2.12 写出线性规划问题
max 𝑧 = 5𝑥1 + 6𝑥2

s.t.


3𝑥1 − 2𝑥2 = 7

4𝑥1 + 𝑥2 ≤ 9

𝑥1, 𝑥2 ≥ 0

的对偶问题。

解 先将等式约束拆分为两个方向的不等式约束,得到

max 𝑧 = 5𝑥1 + 6𝑥2

s.t.



3𝑥1 − 2𝑥2 ≤ 7

−3𝑥1 + 2𝑥2 ≤ −7

4𝑥1 + 𝑥2 ≤ 9

𝑥1, 𝑥2 ≥ 0

引入三个对偶变量,分别记为 𝑦′1, 𝑦
′′
1 , 𝑦2 ≥ 0。根据表2.12,写出如下对偶问题

min 𝑤 = 7𝑦′1 − 7𝑦′′1 + 9𝑦2

s.t.


3𝑦′1 − 3𝑦′′1 + 4𝑦2 ≥ 5

−2𝑦′1 + 2𝑦′′1 + 𝑦2 ≥ 6

𝑦′1, 𝑦
′′
1 , 𝑦2 ≥ 0
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注意到 𝑦′1与 𝑦′′1 同时满足非负约束,其差 𝑦1 = 𝑦′1 − 𝑦′′1 可取任意实数,因而 𝑦1无约束。将
𝑦1代入目标函数与约束条件,得到最终的对偶问题

min 𝑤 = 7𝑦1 + 9𝑦2

s.t.


3𝑦1 + 4𝑦2 ≥ 5

−2𝑦1 + 𝑦2 ≥ 6

𝑦1无约束, 𝑦2 ≥ 0

例 2.13 写出线性规划问题

max 𝑧 = 𝑐1𝑥1 + 𝑐2𝑥2 + 𝑐3𝑥3

s.t.



𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + 𝑎13𝑥3 ≤ 𝑏1

𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + 𝑎23𝑥3 = 𝑏2

𝑎31𝑥1 + 𝑎32𝑥2 + 𝑎33𝑥3 ≥ 𝑏3

𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≤ 0, 𝑥3无约束

的对偶问题。

解 令 𝑥2 = −𝑥′2, 𝑥3 = 𝑥′3 − 𝑥′′3 ,经过变换后可重新表达为

max 𝑧 = 𝑐1𝑥1 − 𝑐2𝑥
′
2 + 𝑐3𝑥

′
3 − 𝑐3𝑥

′′
3

s.t.



𝑎11𝑥1 − 𝑎12𝑥
′
2 + 𝑎13𝑥

′
3 − 𝑎13𝑥

′′
3 ≤ 𝑏1

𝑎21𝑥1 − 𝑎22𝑥
′
2 + 𝑎23𝑥

′
3 − 𝑎23𝑥

′′
3 ≤ 𝑏2

−𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥
′
2 − 𝑎23𝑥

′
3 + 𝑎23𝑥

′′
3 ≤ −𝑏2

−𝑎31𝑥1 + 𝑎32𝑥
′
2 − 𝑎33𝑥

′
3 + 𝑎33𝑥

′′
3 ≤ −𝑏3

𝑥1, 𝑥
′
2, 𝑥

′
3, 𝑥

′′
3 ≥ 0

引入对偶变量 𝑦1, 𝑦
′
2, 𝑦

′′
2 , 𝑦

′
3 ≥ 0,按对应关系写出对偶问题

min 𝑤 = 𝑏1𝑦1 + 𝑏2𝑦
′
2 − 𝑏2𝑦

′′
2 − 𝑏3𝑦

′
3

s.t.



𝑎11𝑦1 + 𝑎21𝑦
′
2 − 𝑎21𝑦

′′
2 − 𝑎31𝑦

′
3 ≥ 𝑐1

−𝑎12𝑦1 − 𝑎22𝑦
′
2 + 𝑎22𝑦

′′
2 + 𝑎32𝑦

′
3 ≥ −𝑐2

𝑎13𝑦1 + 𝑎23𝑦
′
2 − 𝑎23𝑦

′′
2 − 𝑎33𝑦

′
3 ≥ 𝑐3

−𝑎13𝑦1 − 𝑎23𝑦
′
2 + 𝑎23𝑦

′′
2 + 𝑎33𝑦

′
3 ≥ −𝑐3

𝑦1, 𝑦
′
2, 𝑦

′′
2 , 𝑦

′
3 ≥ 0
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令 𝑦2 = 𝑦′2 − 𝑦′′2 , 𝑦3 = −𝑦′3,整理得到最终的对偶问题
min 𝑤 = 𝑏1𝑦1 + 𝑏2𝑦2 + 𝑏3𝑦3

s.t.



𝑎11𝑦1 + 𝑎21𝑦2 + 𝑎31𝑦3 ≥ 𝑐1

𝑎12𝑦1 + 𝑎22𝑦2 + 𝑎32𝑦3 ≤ 𝑐2

𝑎13𝑦1 + 𝑎23𝑦2 + 𝑎33𝑦3 = 𝑐3

𝑦1 ≥ 0, 𝑦2无约束, 𝑦3 ≤ 0

通过对比发现,无论对称形式还是非对称形式的线性规划问题,在构造对偶问题时,
表2.12中的前四行均成立,区别仅体现在约束条件的形式及其对应变量的取值。表2.13归
纳出对称与非对称形式的对偶规则。

表 2.13 原问题与对偶问题比较

原问题(2.3) 对偶问题(2.4)

目标函数 max 𝑧 目标函数 min 𝑤

决策变量 𝑛个 约束条件 𝑛个

决策变量 ≥ 0 约束条件 ≥ c

决策变量 ≤ 0 约束条件 ≤ c

决策变量无约束 约束条件 = c

约束条件 𝑚个 决策变量 𝑚个

约束条件 ≥ b 决策变量 ≤ 0

约束条件 ≤ b 决策变量 ≥ 0

约束条件 = b 决策变量无约束

约束条件的右端项 目标函数的系数转置

目标函数的系数转置 约束条件的右端项

2.5.3 对偶理论

本节探讨原问题(2.3)及其对偶问题(2.4)之间的关系,包括弱对偶理论、最优性理论、
强对偶理论和互补松弛理论。

定理 2.12
若 𝑥 𝑗 是原问题的可行解, 𝑦̂𝑖 是其对偶问题的可行解,则恒有

𝑛∑
𝑗=1

𝑐 𝑗𝑥 𝑗 ≤
𝑚∑
𝑖=1

𝑏𝑖 𝑦̂𝑖

其中, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑚, 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑛。
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证明 由原问题与对偶问题的可行解定义可知

𝑛∑
𝑗=1

𝑐 𝑗𝑥 𝑗 ≤
𝑛∑
𝑗=1

(
𝑚∑
𝑖=1

𝑎𝑖 𝑗 𝑦̂𝑖

)
𝑥 𝑗 =

𝑚∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑖 𝑗 𝑦̂𝑖𝑥 𝑗

𝑚∑
𝑖=1

𝑏𝑖 𝑦̂𝑖 ≥
𝑚∑
𝑖=1

(
𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑖 𝑗𝑥 𝑗

)
𝑦̂𝑖 =

𝑚∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑖 𝑗 𝑦̂𝑖𝑥 𝑗

联立以上两式,即得定理结论。

性质 2.13
原问题任一可行解的目标函数值是其对偶问题的目标函数值的下界。反之, 对偶
问题任一可行解的目标函数值是其原问题的目标函数值的上界。

性质 2.14
若原问题有可行解且其目标函数值无界,则其对偶问题无可行解。反之,若对偶问
题有无界解,则原问题无可行解。

性质 2.15
若原问题有可行解, 对偶问题无可行解, 则原问题的目标函数值无界。反之, 若对
偶问题有可行解,而原问题无可行解,则对偶问题的目标函数值无界。

下面给出线性规划的最优性理论与强对偶理论。其中,最优性理论揭示了最优解与
可行解之间的内在联系,强对偶理论则建立了原问题与对偶问题之间的对应关系。

定理 2.16
若 𝑥 𝑗 是原问题的可行解, 𝑦̂𝑖 是其对偶问题的可行解,且有

𝑛∑
𝑗=1

𝑐 𝑗𝑥 𝑗 =
𝑚∑
𝑖=1

𝑏𝑖 𝑦̂𝑖

则 𝑥 𝑗 是原问题的最优解, 𝑦̂𝑖 是其对偶问题的最优解。

证明 设 𝑥∗𝑗 是原问题的最优解, 𝑦∗𝑖 是其对偶问题的最优解,一定有

𝑛∑
𝑗=1

𝑐 𝑗𝑥 𝑗 ≤
𝑛∑
𝑗=1

𝑐 𝑗𝑥
∗
𝑗 ,

𝑚∑
𝑖=1

𝑏𝑖𝑦
∗
𝑖 ≤

𝑚∑
𝑖=1

𝑏𝑖 𝑦̂𝑖
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又由题设条件和定理2.12可知
𝑛∑
𝑗=1

𝑐 𝑗𝑥 𝑗 =
𝑚∑
𝑖=1

𝑏𝑖 𝑦̂𝑖,
𝑛∑
𝑗=1

𝑐 𝑗𝑥
∗
𝑗 ≤

𝑚∑
𝑖=1

𝑏𝑖𝑦
∗
𝑖

联立即得定理结论。

定理 2.17
若原问题有最优解,则其对偶问题也有最优解,且两者的目标函数值相等。若原问
题与对偶问题均有可行解, 则两者均有最优解, 且它们的最优解的目标函数值相
等。

证明 一方面, 当原问题有最优解时, 其对偶问题的对应解为可行解, 满足 𝑧 = 𝑤。由
最优性可知, 此时两者的解均为最优解。另一方面, 若原问题与对偶问题均有可行解,
由性质2.13可知,原问题的目标函数有上界,对偶问题的目标函数有下界,因此两者均存
在最优解,且最优值相等。

定理 2.18
在线性规划问题的最优解中,若某一约束条件对应的对偶变量为非零,则该约束条
件取严格等式。反之,若约束条件取严格不等式,则其对应的对偶变量必为零。

证明 由定理2.12知
𝑛∑
𝑗=1

𝑐 𝑗𝑥 𝑗 ≤
𝑚∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑖 𝑗𝑥 𝑗 𝑦̂𝑖 ≤
𝑚∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝑏𝑖 𝑦̂𝑖

又根据最优性定理2.16,上式中不等式全为等式。由右端等式整理可得
𝑚∑
𝑖=1

(
𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑖 𝑗𝑥 𝑗 − 𝑏𝑖

)
𝑦̂𝑖 = 0

由于对偶变量 𝑦̂𝑖 ≥ 0且
𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑖 𝑗𝑥 𝑗 − 𝑏𝑖 ≤ 0,因此对所有 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑚有(
𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑖 𝑗𝑥 𝑗 − 𝑏𝑖

)
𝑦̂𝑖 = 0

于是,若 𝑦̂𝑖 > 0,则有
𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑖 𝑗𝑥 𝑗 = 𝑏𝑖。若
𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑖 𝑗𝑥 𝑗 < 𝑏𝑖,则有 𝑦̂𝑖 = 0。

定理2.18称为互补松弛定理,是后续理解非线性规划中最优性条件的重要基础。
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例 2.14 已知线性规划问题

min 𝑤 = 2𝑥1 + 3𝑥2 + 5𝑥3 + 2𝑥4 + 3𝑥5

s.t.


𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 + 𝑥4 + 3𝑥5 ≥ 4

2𝑥1 − 𝑥2 + 3𝑥3 + 𝑥4 + 𝑥5 ≥ 3

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5 ≥ 0

对偶问题的最优解为 𝑦∗1 = 4/5, 𝑦∗2 = 3/5, 𝑧 = 5,试用对偶理论找出原问题的最优解。

解 写出原问题的对偶问题

max 𝑧 = 4𝑦1 + 3𝑦2

s.t.



𝑦1 + 2𝑦2 ≤ 2 (2.5a)
𝑦1 − 𝑦2 ≤ 3 (2.5b)
2𝑦1 + 3𝑦2 ≤ 5 (2.5c)
𝑦1 + 𝑦2 ≤ 2 (2.5d)
3𝑦1 + 𝑦2 ≤ 3 (2.5e)
𝑦1, 𝑦2 ≥ 0

将最优解 𝑦∗1 = 4/5, 𝑦∗2 = 3/5代入对偶问题约束条件,得

式 (2.5b) = 1/5 < 3, 式 (2.5c) = 17/5 < 5, 式 (2.5d) = 7/5 < 2

上述约束均取严格不等式,由互补松弛理论可知 𝑥∗2 = 𝑥∗3 = 𝑥∗4 = 0。又因为 𝑦∗1, 𝑦
∗
2 > 0,于

是原问题的两个约束条件必取等式,即 𝑥∗1 + 3𝑥∗5 = 4, 2𝑥∗1 + 𝑥∗5 = 3,解得 𝑥∗1 = 1, 𝑥∗5 = 1。因
此,原问题的最优解为 x∗ = (1, 0, 0, 0, 1)T,最优值为 𝑤∗ = 5。

例 2.15 试用对偶理论证明线性规划问题

max 𝑧 = 𝑥1 + 𝑥2

s.t.


−𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 ≤ 2

−2𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 ≤ 1

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ≥ 0

无最优解。

证明 写出原问题的对偶问题
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min 𝑤 = 2𝑦1 + 𝑦2

s.t.



−𝑦1 − 2𝑦2 ≥ 1

𝑦1 + 𝑦2 ≥ 1

𝑦1 − 𝑦2 ≥ 0

𝑦1, 𝑦2 ≥ 0

由对偶问题的第一个约束条件知,在 𝑦1, 𝑦2 ≥ 0的条件下,该约束条件不可能满足,因此对
偶问题无可行解。由性质2.15知,原问题的目标函数无界,从而无最优解。

2.6 习题

2.1 将线性规划问题
min 𝑧 = −3𝑥1 + 4𝑥2 + 2𝑥3 + 5𝑥4

s.t.


4𝑥1 − 𝑥2 + 3𝑥3 + 2𝑥4 ≤ −2

−𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 − 𝑥4 ≥ 2

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ≥ 0, 𝑥4无约束

转化为标准形式。

2.2 用图解法和单纯形法求解线性规划问题

max 𝑧 = 2𝑥1 + 3𝑥2

s.t.



2𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 14

4𝑥1 ≤ 12

3𝑥2 ≤ 15

𝑥1, 𝑥2 ≥ 0

2.3 分别用大 𝑀 法和两阶段法求解线性规划问题

max 𝑧 = 4𝑥1 + 5𝑥2 + 𝑥3

s.t.



3𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥3 ≥ 18

𝑥1 + 𝑥2 ≤ 4

𝑥1 + 𝑥2 ≤ 5

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ≥ 0

并指出问题的解属于哪一类。
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2.4 写出线性规划问题
max 𝑧 = 2𝑥1 + 5𝑥3

s.t.



𝑥1 + 𝑥2 ≤ 4

2𝑥1 − 𝑥2 + 3𝑥3 ≤ 5

𝑥1 − 2𝑥3 ≤ 3

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ≥ 0

的对偶问题。

2.5 已知线性规划问题
max 𝑤 = 2𝑥1 + 4𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4

s.t.



𝑥1 + 3𝑥2 + 𝑥4 ≤ 8

2𝑥1 + 𝑥2 ≤ 6

𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 ≤ 6

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 ≤ 9

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 ≥ 0

(1)写出其对偶问题。(2)已知原问题的最优解为 x∗ = (2, 2, 4, 0)T,试根据对偶理论,直接
求出对偶问题的最优解。

2.6 已知某线性规划问题的初始单纯形表,以及经单纯形法迭代后得到的表2.14,试求
表中 A∼L的值。

表 2.14 初始单纯形表与迭代后的单纯形表

项目 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5

𝑥4 6 B C D 1 0

𝑥5 1 −1 3 E 0 1

𝑐 𝑗 − 𝑧 𝑗 A −1 2 0 0

𝑥1 F G 2 −1 1/2 0

𝑥5 4 H I 1 1/2 1

𝑐 𝑗 − 𝑧 𝑗 0 −7 J K L

2.7 某工厂使用 A, B, C 三种原料生产三种产品 I, II, III, 对应的用料和利润情况如
表2.15所示。试制订生产计划,使该工厂的总利润最大。
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表 2.15 三种产品用料和利润情况

项目
产品型号

原料可用量
I II III

原料 A/kg 2 3 0 1 500

原料 B/kg 0 2 4 800

原料 C/kg 3 2 5 2 000

利润/元 3 5 4



第 3章

整数规划

3.1 基本概念

3.1.1 整数规划问题

在前面讨论的线性规划问题中, 目标函数与约束条件均为线性, 且决策变量可取连
续非负实数。然而,在实际工程与管理问题中,大量决策变量要求取值为整数。例如,人
数、车辆数、生产批次、机器台数、项目个数等,都必须使用整数描述。又如,电路的通
断、逻辑判断的对错、方案的选用与否等,也需要使用 0−1二值变量加以刻画。这类要
求部分或全部决策变量取整数的优化问题, 因其建模与求解方法具有特殊性, 形成了运
筹学中的整数规划。

例 3.1 某企业利用集装箱托运 A, B两种货物,每个集装箱的体积、重量、利润及托运
限制如表3.1所示。试确定两种货物各托运多少箱,使总利润最大。

表 3.1 集装箱托运货物信息

项目
货物参数

利润/千元
体积/m3 重量/t

货物 A 5 2 20

货物 B 4 5 10

托运限制 24 13
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解 设 𝑥1, 𝑥2 分别为托运 A, B两种货物的箱数。因托运箱数必须为整数,据此可建立如
下数学模型

max 𝑧 = 20𝑥1 + 10𝑥2

s.t.


5𝑥1 + 4𝑥2 ≤ 24

2𝑥1 + 5𝑥2 ≤ 13

𝑥1, 𝑥2 ≥ 0且取整数

例 3.2 某服务部门各时段 (每 2 h为 1个时段)需要的服务员人数如表3.2所示。按规定,
服务员连续工作 8 h (即 4个时段)为一班。试确定服务员的工作时间,使所需服务员总
数最少。

表 3.2 各时段需要服务员人数

时段 1 2 3 4 5 6 7 8

服务员最少数目 10 8 9 11 13 8 5 3

解 设第 𝑗 时段开始时上班的服务员人数为 𝑥 𝑗。由于第 𝑗 时段上班的服务员将在第
( 𝑗 + 3)时段结束后下班,只须考虑决策变量 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5。根据各时段需要的服务员人
数,可建立数学模型

min 𝑧 = 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 + 𝑥5

s.t.



𝑥1 ≥ 10

𝑥1 + 𝑥2 ≥ 8

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 ≥ 9

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 ≥ 11

𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 + 𝑥5 ≥ 13

𝑥3 + 𝑥4 + 𝑥5 ≥ 8

𝑥4 + 𝑥5 ≥ 5

𝑥5 ≥ 3

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5 ≥ 0且取整数

显然,服务员人数 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5必须取整数,因此该问题属于典型的整数规划问题。
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例 3.3 现有资金总额为 𝐵,可供选择的投资项目有 𝑛个,项目 𝑗 所需投资额和预期收益
分别为 𝑎 𝑗 和 𝑐 𝑗 ,其中 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑛。此外,由于条件限制，附加以下约束条件

(1) 若选择项目 1,则必须同时选择项目 2,反之不一定。
(2) 项目 3, 4中至少选择一个。
(3) 项目 5, 6, 7中恰好选择两个。

应如何选择投资项目,使总预期收益最大。

解 每个项目都有投资与不投资两种状态,为此引入 0−1变量

𝑥 𝑗 =


1, 对项目 𝑗投资

0, 对项目 𝑗不投资

根据现有资金总额与条件限制,可建立如下数学模型

max 𝑧 =
𝑛∑
𝑗=1

𝑐 𝑗𝑥 𝑗

s.t.



𝑛∑
𝑗=1

𝑎 𝑗𝑥 𝑗 ≤ 𝐵

𝑥2 ≥ 𝑥1

𝑥3 + 𝑥4 ≥ 1

𝑥5 + 𝑥6 + 𝑥7 = 2

𝑥 𝑗 = 0或1, 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑛

3.1.2 数学模型

定义 3.1
要求部分或全部决策变量取整数的规划问题称为整数规划,其一般形式为

max 𝑧 =
𝑛∑
𝑗=1

𝑐 𝑗𝑥 𝑗

s.t.



𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑖 𝑗𝑥 𝑗 ≤ (≥,=) 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑚

𝑥 𝑗 ≥ 0, 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑛

𝑥 𝑗中部分或全部取整数

(3.1)
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定义 3.2
若不考虑整数条件,由余下的目标函数和约束条件构成的规划问题

max 𝑧 =
𝑛∑
𝑗=1

𝑐 𝑗𝑥 𝑗

s.t.


𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑖 𝑗𝑥 𝑗 ≤ (≥,=) 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑚

𝑥 𝑗 ≥ 0, 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑛

称为原整数规划(3.1)的松弛问题。进一步, 若松弛问题是线性规划, 则称原整数规
划为整数线性规划。

根据决策变量的取值情况,整数线性规划可分为三类。第一类,纯整数线性规划,即
全部决策变量均要求取整数,如例3.1。第二类, 0−1整数线性规划,这里决策变量仅允许
取 0或 1,如例3.3。第三类,混合整数线性规划,其决策变量中一部分须取整数,其余变量
不作整数要求。

3.1.3 解的特点

以例3.1为例,其松弛问题为

max 𝑧 = 20𝑥1 + 10𝑥2

s.t.


5𝑥1 + 4𝑥2 ≤ 24

2𝑥1 + 5𝑥2 ≤ 13

𝑥1, 𝑥2 ≥ 0

通过图解法或单纯形法求得

x∗ = (4.80, 0)T, 𝑧∗ = 96

然而, 𝑥1, 𝑥2表示托运货物的箱数,必须为整数,因此不是可行解。
一个直观的想法, 能否通过对上述松弛问题最优解的简单取整, 得到整数规划问题

的最优解? 如图3.1所示,若将 (4.80, 0)T向上取整为 (5, 0)T,会违反第一个约束条件,因而
不是可行解。若将其向下取整为 (4, 0)T, 虽满足所有约束条件, 但并非最优解。实际上,
该整数规划问题的最优解和最优值分别为

x∗ = (4, 1)T, 𝑧∗ = 90
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图 3.1 向上取整与向下取整

由上一章可知,松弛问题的可行域为凸集,任意两个可行解的凸组合仍为可行解。整
数规划问题的可行域是其松弛问题可行域的一个子集,任意两个可行解的凸组合不一定
满足整数约束条件,因而不一定为可行解。由于整数规划问题的可行解必是其松弛问题
的可行解, 反之则不一定, 因此整数规划问题最优解的目标函数值不优于松弛问题最优
解的目标函数值。一般情况下,松弛问题的最优解不会刚好满足变量的整数约束条件,自
然就不是整数规划问题的最优解。此时,若对松弛问题最优解中不符合整数要求的分量
简单取整,所得到的解不一定是整数规划问题的最优解,甚至不一定是可行解。

3.2 分支定界法

3.2.1 方法介绍

分支定界法通过分支不断缩小最优解的搜索空间,借助定界有效剪枝并提升搜索的
效率,从而实现对整数规划问题的高效求解。

例 3.4 求解整数线性规划问题

max 𝑧 = 40𝑥1 + 90𝑥2

s.t.


9𝑥1 + 7𝑥2 ≤ 56

7𝑥1 + 20𝑥2 ≤ 70

𝑥1, 𝑥2 ≥ 0且取整数

解 记原问题为 A,首先忽略整数约束条件,得到松弛问题 B
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max 𝑧 = 40𝑥1 + 90𝑥2

s.t.


9𝑥1 + 7𝑥2 ≤ 56

7𝑥1 + 20𝑥2 ≤ 70

𝑥1, 𝑥2 ≥ 0

计算过程中若出现非整数解,默认保留小数点后两位数字。
(1) 求解松弛问题: 通过图解法或单纯形法求解,得到最优解为 𝑥1 = 4.81, 𝑥2 = 1.82,
最优值为 𝑧 ≈ 356。由于 𝑥1, 𝑥2 均非整数,该解不满足原问题 A的整数要求,但松
弛问题的最优值给出了原整数规划最优值的上界。

(2) 确定初始下界: 取整数可行解 𝑥1 = 𝑥2 = 0,对应目标函数值为 𝑧 = 0,作为初始下
界。于是,原问题 A最优解的上、下界为 0 ≤ 𝑧∗ ≤ 356。

(3) 分支定界迭代求解: (第一次分支)由于 𝑥1 = 4.81非整数,将问题 B分解为两支。
舍去 4 < 𝑥1 < 5之间的可行域,分支后的可行域如图3.2所示。

图 3.2 第一次分支

问题 B1: 在问题 B的基础上增加条件 𝑥1 ≤ 4。
问题 B2: 在问题 B的基础上增加条件 𝑥1 ≥ 5。
分别求解两个子问题, 得到问题 B1 的最优解为 𝑥1 = 4.00, 𝑥2 = 2.10, 最优值为
𝑧 = 349。问题 B2 的最优解为 𝑥1 = 5.00, 𝑥2 = 1.57,最优值为 𝑧 ≈ 341。显然,两
者仍为非整数解。比较可知 349 > 341,说明问题 B1更有可能包含更优的整数解,
故优先对问题 B1继续分支。此时,原问题 A的上界由 𝑧 ≈ 356修正为 𝑧 = 349,而
下界仍为 0,即 0 ≤ 𝑧∗ ≤ 349。
(第二次分支)问题 B1 的最优解中 𝑥2 = 2.10非整数,于是将问题 B1 分解为两支,
其可行域如图3.3所示。
问题 B3: 在问题 B1的基础上增加条件 𝑥2 ≤ 2。
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图 3.3 第二次分支

问题 B4: 在问题 B1的基础上增加条件 𝑥2 ≥ 3。
求解可得问题 B3 的最优解为 𝑥1 = 4.00, 𝑥2 = 2.00,此时两变量均为整数,得到原
问题A的一个可行解,其最优值为 𝑧 = 340。而问题 B4的最优解为 𝑥1 = 1.42, 𝑥2 =

3.00,最优值为 𝑧 ≈ 327。由于 327 < 340,说明此分支不可能产生更优的整数解,
予以剪枝。此时,下界更新为 𝑧 = 340,从而有 340 ≤ 𝑧∗ ≤ 349。
(第三次分支)回到问题 B2,由于 𝑥2 = 1.57非整数,于是将问题 B2分解为两支,其
可行域如图3.4所示。

图 3.4 第三次分支

问题 B5: 在问题 B2的基础上增加条件 𝑥2 ≤ 1。
问题 B6: 在问题 B2的基础上增加条件 𝑥2 ≥ 2。
求解可得问题 B5 的最优解为 𝑥1 = 5.44, 𝑥2 = 1.00, 最优值为 𝑧 ≈ 308。由于
308 < 340,不可能产生更优的整数解,予以剪枝。而问题 B6无可行解,直接舍弃。
至此,所有分支均已处理或剪枝,当前下界对应的整数可行解即为最优解。

综上,原整数规划问题 A的最优解为 x∗ = (4.00, 2.00)T,最优值为 𝑧∗ = 340。分支定
界法的完整搜索过程如图3.5所示。
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问题B

无可行解

问题B1 问题B2

问题B3 问题B4

问题B5 问题B6

图 3.5 分支定界法迭代求解

3.2.2 解题步骤

以最大化问题为例,将原整数规划记为问题 A,其松弛规划记为问题 B,分支定界法
可归纳为如下步骤。

(1) 求解松弛问题: 若问题 B无可行解,则问题 A也无可行解,计算终止。若问题 B
的最优解已是整数,则该解即为问题 A的最优解,计算终止。若问题 B有最优解
但非整数,记其最优目标函数值为 𝑧,作为问题 A的最优值 𝑧∗的初始上界。

(2) 确定初始下界: 通过观察法或简单试探,得到一个满足整数约束条件的可行解,通
常取某些变量为 0,再做适当调整。计算其目标函数值,记为 𝑧。于是,问题 A的
最优值满足上、下界约束条件

𝑧 ≤ 𝑧∗ ≤ 𝑧

算法迭代中,一旦找到更优的整数可行解,更新下界 𝑧,每个子问题的松弛最优值
则用于更新上界 𝑧。

(3) 分支定界迭代求解: 对未剪枝的子问题,求解其松弛问题的最优解。若该松弛问
题无可行解,则该子问题可直接舍弃。若松弛最优解已是整数,则得到一个可行
解,可据此更新下界 𝑧,并且该子问题无须再分支。若松弛问题的最优解非整数,
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则选择其中一个取非整数值的变量 𝑥 𝑗 = 𝑏 𝑗 进行分支,分别加入约束

𝑥 𝑗 ≤ ⌊𝑏 𝑗⌋, 𝑥 𝑗 ≥ ⌈𝑏 𝑗⌉

生成两个新的子问题,继续求解。对最大化问题,若某子问题对应松弛问题的最
优值不超过当前下界 𝑧,说明该分支不可能产生更优的整数解,可直接剪枝。若等
于 𝑧,则仍可能产生同等优的整数解,须保留。重复上述分支定界迭代,直至所有
分支均处理完毕。此时,当前下界所对应的整数可行解即为原问题 A的最优解。

3.3 0−1整数规划

3.3.1 模型提出

若决策变量仅能取值 0或 1,则称其为 0−1变量。事实上, 0−1变量是一类典型的逻
辑变量,用于描述系统是否处于某一特定状态或是否采纳某个决策方案。例如

𝑥 =


1, 若选择决策方案 A

0, 若不选择决策方案 A

若问题包含 E1, E2, · · · , E𝑛共 𝑛个要素,且每个要素 E 𝑗 均对应选择方案 A 𝑗 或不选择方案
A 𝑗 两种互斥状态,则可定义 0−1变量

𝑥 𝑗 =


1, 若 E 𝑗选择 A 𝑗

0, 若 E 𝑗不选择 A 𝑗

例 3.5 设工序 B采用原有加工方式时,每周工时约束为

0.3𝑥1 + 0.5𝑥2 ≤ 150 (3.2)

采用新加工方式时,每周工时约束为

0.2𝑥1 + 0.4𝑥2 ≤ 120 (3.3)

两种加工方式只能选择其一, 即式(3.2)和(3.3)为相互排斥约束。试将这组相互排斥约
束统一为一个约束。

解 针对原有加工方式和新加工方式,分别引入 0−1变量

𝑦1 =


0, 若工序 B采用原加工方式

1, 若工序 B不采用原加工方式
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𝑦2 =


0, 若工序 B采用新加工方式

1, 若工序 B不采用新加工方式

借鉴第 2章大 𝑀 法的处理思路,本节通过引入充分大的常数 𝑀 ,巧妙地将相互排斥的约
束条件(3.2)和(3.3)统一为 

0.3𝑥1 + 0.5𝑥2 ≤ 150 + 𝑀𝑦1

0.2𝑥1 + 0.4𝑥2 ≤ 120 + 𝑀𝑦2

𝑦1 + 𝑦2 = 1

若要从 𝑝个约束条件中恰好选择 𝑞 (𝑞 < 𝑝)个约束条件,可引入 𝑝个 0−1变量

𝑦𝑖 =


0, 若选择第 𝑖个约束条件

1, 若不选择第 𝑖个约束条件

并将所有约束条件统一为 

𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑖 𝑗𝑥 𝑗 ≤ 𝑏𝑖 + 𝑀𝑦𝑖

𝑝∑
𝑖=1

𝑦𝑖 = 𝑝 − 𝑞

例 3.6 现有 A, B, C三种资源用于生产 I, II, III三种产品,资源量、资源消耗量、单件
可变费用、固定费用及单价见表3.3。试制订生产计划,使总收益最大。

表 3.3 资源分配问题

项目
产品类型

资源量
I II III

资源 A/t 2 4 8 500

资源 B/t 2 3 4 300

资源 C/t 1 2 3 100

单件可变费用/(元 ·件−1) 4 5 6

固定费用/元 100 150 200

单价/(元 ·件−1) 8 10 12

解 设 𝑥 𝑗 为生产第 𝑗 种产品的产量,引入 0−1变量

𝑦 𝑗 =


1, 若生产第 𝑗 种产品

0, 若不生产第 𝑗 种产品
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其中 𝑗 = 1, 2, 3。总收益为销售收入减去可变成本与固定成本,建立 0−1整数规划模型

max 𝑧 = (8𝑥1 + 10𝑥2 + 12𝑥3) − (4𝑥1 + 5𝑥2 + 6𝑥3) − (100𝑦1 + 150𝑦2 + 200𝑦3)

s.t.



2𝑥1 + 4𝑥2 + 8𝑥3 ≤ 500

2𝑥1 + 3𝑥2 + 4𝑥3 ≤ 300

𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3 ≤ 100

𝑥1 ≤ 𝑀1𝑦1

𝑥2 ≤ 𝑀2𝑦2

𝑥3 ≤ 𝑀3𝑦3

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ≥ 0且取整数

𝑦1, 𝑦2, 𝑦3取0或1

值得说明的是,模型中除 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3为 0−1变量外, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ≥ 0均为整数变量。

定义 3.3
若整数规划问题(3.1)中的所有决策变量仅允许取 0或 1,则称该问题为 0−1整数规
划,其标准形式为

max 𝑧 =
𝑛∑
𝑗=1

𝑐 𝑗𝑥 𝑗

s.t.


𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑖 𝑗𝑥 𝑗 ≤ (≥,=) 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑚

𝑥 𝑗取0或1, 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑛

3.3.2 隐枚举法

隐枚举法是求解 0−1整数规划问题最常用的方法之一。对于含 𝑛个 0−1变量的整
数规划问题,若采用完全枚举法,须检查 2𝑛种可能的变量组合,计算量较大。而隐枚举法
只须检查全部组合中的一部分,即可确定问题的最优解。首先尽快找到一个可行解,例如
所有变量取 0,然后在后续搜索过程中构造适当的过滤条件,从而不断缩小搜索范围,减
少不必要的枚举计算。
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例 3.7 试用隐枚举法求解整数线性规划问题

max 𝑧 = 3𝑥1 − 2𝑥2 + 5𝑥3

s.t.



𝑥1 + 2𝑥2 − 𝑥3 ≤ 2

𝑥1 + 4𝑥2 + 𝑥3 ≤ 4

𝑥1 + 𝑥2 ≤ 3

4𝑥2 + 𝑥3 ≤ 6

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3取 0或 1

(3.4a)

(3.4b)

(3.4c)

(3.4d)

解 采用隐枚举法,首先选择可行解 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (0, 0, 0),确定过滤条件 𝑧 ≥ 0。求解过
程如表3.4所示,可知最优解为 x∗ = (1, 0, 1)T,最优值为 𝑧∗ = 8。

表 3.4 隐枚举法计算过程

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) 𝑧值 (3.4a) (3.4b) (3.4c) (3.4d) 过滤条件

(0, 0, 0) 0 ✓ ✓ ✓ ✓ 𝑧 ≥ 0

(0, 0, 1) 5 ✓ ✓ ✓ ✓ 𝑧 ≥ 5

(0, 1, 0) −2

(0, 1, 1) 3

(1, 0, 0) 3

(1, 0, 1) 8 ✓ ✓ ✓ ✓ 𝑧 ≥ 8

(1, 1, 0) 1

(1, 1, 1) 6

对于最大化 0−1整数规划问题, 通常将变量按目标函数的系数从大到小排序, 可更
早找到最优解。将上例数学模型重新排列为

max 𝑧 = 5𝑥3 + 3𝑥1 − 2𝑥2

s.t.



− 𝑥3 + 𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 2

𝑥3 + 𝑥1 + 4𝑥2 ≤ 4

𝑥1 + 𝑥2 ≤ 3

𝑥3 + 4𝑥2 ≤ 6

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3取 0或 1

(3.5a)

(3.5b)

(3.5c)

(3.5d)

请读者列出计算过程,并与表3.4进行比较。
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3.4 指派问题

给定 𝑛个人和 𝑛件事,已知第 𝑖 个人做第 𝑗 件事的费用为 𝑐𝑖 𝑗 ,要求确定人和事之间
一一对应的指派方案,使完成 𝑛件事的总费用最小,这就是 0−1整数规划中的指派问题。
引入 𝑛2个 0−1变量

𝑥𝑖 𝑗 =


1, 指派第 𝑖个人做第 𝑗 件事

0, 不指派第 𝑖个人做第 𝑗 件事

定义 3.4
标准指派问题的数学模型为

min 𝑧 =
𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝑐𝑖 𝑗𝑥𝑖 𝑗

s.t.



𝑛∑
𝑖=1

𝑥𝑖 𝑗 = 1, 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑛
𝑛∑
𝑗=1

𝑥𝑖 𝑗 = 1, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑛

𝑥𝑖 𝑗取0或1, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑛

这里, 第一个约束条件表示每件事必有且只有一个人去做, 第二个约束条件表示每
个人必做且只做一件事。对于指派问题的任一可行解,均可用可行解矩阵 X = (𝑥𝑖 𝑗)𝑛×𝑛
表示。由约束条件可知,可行解矩阵中每一行、每一列都恰好有一个元素为 1,其余为 0。
因此,规模为 𝑛的指派问题共有 𝑛!个可行解。

例 3.8 某商业公司计划新建 5家商店,拟由 5家建筑公司分别承建。已知建筑公司承
建商店的报价如表3.5所示。若仅考虑节省费用, 商业公司应如何分配建造任务, 才能
使总的建造费用最低。

解 这是一个标准的指派问题,引入 0−1变量

𝑥𝑖 𝑗 =


1, 指派建筑公司 A𝑖 承建商店 B 𝑗

0, 不指派建筑公司 A𝑖 承建商店 B 𝑗
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表 3.5 各建筑公司承建商店的报价
单位: 万元

建筑公司
商店

B1 B2 B3 B4 B5

A1 4 8 7 15 12

A2 7 9 17 14 10

A3 6 9 12 8 7

A4 6 7 14 6 10

A5 6 9 12 10 6

可建立如下数学模型

min 𝑧 = 4𝑥11 + 8𝑥12 + · · · + 10𝑥54 + 6𝑥55

s.t.



5∑
𝑖=1

𝑥𝑖 𝑗 = 1, 𝑗 = 1, 2, · · · , 5
5∑
𝑗=1

𝑥𝑖 𝑗 = 1, 𝑖 = 1, 2, · · · , 5

𝑥𝑖 𝑗取0或1, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, · · · , 5

其系数矩阵为

C = (𝑐𝑖 𝑗)5×5 =

©­­­­­­­­«

4 8 7 15 12
7 9 17 14 10
6 9 12 8 7
6 7 14 6 10
6 9 12 10 6

ª®®®®®®®®¬
一个显然的可行解矩阵为

X = (𝑥𝑖 𝑗)5×5 =

©­­­­­­­­«

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

ª®®®®®®®®¬
请读者列出其他可行解,计算建造费用并进行比较。
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3.4.1 匈牙利算法

定义 3.5
称位于不同行、不同列的 0元素为独立 0元素。

为使例3.8中的系数矩阵 C 出现 0元素,可对矩阵进行等价变换,在不改变指派问题
最优解的前提下,使矩阵中产生若干 0元素。

定理 3.6
若从指派问题的系数矩阵 C 的某行或某列各元素中分别减去一个常数 𝑘 ,则所得
新矩阵 C ′与原矩阵具有相同的最优解。

若在新矩阵 C ′ 中能找到 𝑛个相互独立的 0元素,令这些 0元素对应位置取 1,其余
取 0,得到的指派方案即为新矩阵对应指派问题的最优解,也是原指派问题的最优解。

定理 3.7
系数矩阵中独立 0元素的最大数目,等于能覆盖所有 0元素的最少直线数。

匈牙利算法由美国数学家哈罗德 ·W·库恩 (Harold W. Kuhn)于 1955年提出,以纪念
两位匈牙利数学家德内什 ·科尼格 (Dénes Kőnig)与耶诺 ·埃盖尔瓦里 (Jenő Egerváry)的
开创性工作。以下给出匈牙利算法的具体计算步骤。

(1) 产生 0元素: 对例3.8中系数矩阵的每一行分别减去该行的最小元素,再对每一列
分别减去该列的最小元素,得到新矩阵 C ′。注意,此时矩阵不出现负元素,且每
行每列至少有一个 0元素。例如

C ′ =

©­­­­­­­­«

0 3 0 11 8
0 1 7 7 3
0 2 3 2 1
0 0 5 0 4
0 2 3 4 0

ª®®®®®®®®¬
(2) 确定独立 0元素: 在矩阵 C ′ 中寻找尽可能多的独立 0元素。从只有一个 0元素
的行 (或列)开始,给这个 0元素加圈,记作 ⊚。然后划去 ⊚ 所在列 (或行)的其他
0元素,记作 𝜙,直到所有 0元素都被圈出和划掉为止。若仍出现同行 (列)至少有
两个 0元素的,用试探法,从含有 0元素最少的行 (列)开始,比较该行各 0元素所
在列中 0元素的数目,选择 0元素少的那列的 0元素加圈,然后划掉同行同列的
其他 0元素,可反复进行,直到所有 0元素都被圈出和划掉为止。此时, ⊚ 元素的
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数目即为独立 0元素数。若为 𝑛个,则得到最优解;若少于 𝑛个,则转入下一步。
例如

C ′ ⇒

©­­­­­­­­«

𝜙 3 ⊚ 11 8
⊚ 1 7 7 3
𝜙 2 3 2 1
𝜙 ⊚ 5 𝜙 4
𝜙 2 3 4 ⊚

ª®®®®®®®®¬
(3) 最少覆盖原则: 当独立 0元素不足 𝑛个时,构造覆盖全部 0元素的最少直线数集
合。首先对没有 ⊚的行打 ✓,并在已打 ✓的行中对 𝜙所在列打 ✓;随后对打有 ✓

的列中含 ⊚ 元素的行打 ✓。重复上述两步直到找不出新的打 ✓ 的行、列为止。
最后对没有打 ✓的行画一横线,对打 ✓的列画一纵线,得到覆盖所有 0元素的最
少直线数,如式(3.6)左侧所示,即

𝜙 3 ⊚ 11 8

⊚ 1 7 7 3 ✓

𝜙 2 3 2 1 ✓

𝜙 ⊚ 5 𝜙 4

𝜙 2 3 4𝑠 ⊚

✓

©­­­­­­­­­­­­­­­­«

ª®®®®®®®®®®®®®®®®¬

⇒

©­­­­­­­­«

1 3 0 11 8
0 0 6 6 2
0 1 2 1 0
1 0 5 0 4
1 2 3 4 0

ª®®®®®®®®¬
(3.6)

进一步,在未被直线覆盖的元素中找出一个最小元素,将所有打 ✓ 的行元素减去
最小元素,并将所有打 ✓ 的列元素加上最小元素,从而在不改变最优性的前提下
产生新的 0元素。执行该变换后得到式(3.6)右侧矩阵。

(4) 重复 (2) (3)两步: 重新寻找独立 0元素。不难发现,上述矩阵有 5个独立 0元素,
得到最优指派矩阵为

X =

©­­­­­­­­«

0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

ª®®®®®®®®¬
于是,最优指派方案为 A1 → B3, A2 → B2, A3 → B1, A4 → B4, A5 → B5,总费用为
7 + 9 + 6 + 6 + 6 = 34 (万元)。
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例 3.9 有一份中文说明书,须翻译成英、日、德、俄四种文字,分别记为 E、J、G、R。
现有甲、乙、丙、丁四人,每人翻译不同语言所需时间如表3.6所示。问应如何指派翻
译任务,使总翻译时间最少。

表 3.6 每人翻译不同语言所需时间
单位: h

人员
翻译语言

E J G R

甲 2 15 13 4

乙 10 4 14 15

丙 9 14 16 13

丁 7 8 11 9

解 设系数矩阵为 C = (𝑐𝑖 𝑗),其中 𝑐𝑖 𝑗 表示第 𝑖人完成第 𝑗 种语言所需时间,即

C =

©­­­­­«
2 15 13 4
10 4 14 15
9 14 16 13
7 8 11 9

ª®®®®®¬
按匈牙利算法,寻找独立 0元素,得到

C ′ =

©­­­­­«
𝜙 13 7 ⊚

6 ⊚ 6 9
⊚ 5 3 2
𝜙 1 ⊚ 𝜙

ª®®®®®¬
由于已圈出 4个独立 0元素,直接为最优解。于是,最优指派方案为甲→ R,乙→ J,
丙→ E,丁→ G,总时间为 4 + 4 + 9 + 11 = 28 (h)。

3.4.2 非标准形式

实际生活中的指派问题通常不满足上述标准形式,此时应先等价转化为标准指派问
题,再用匈牙利算法求解。

(1) 最大化指派问题: 设最大化指派问题系数矩阵 C = (𝑐𝑖 𝑗)𝑛×𝑛,其中最大元素为 𝑚。
令矩阵

B = (𝑏𝑖 𝑗)𝑛×𝑛 = (𝑚 − 𝑐𝑖 𝑗)𝑛×𝑛
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则以 B 为系数矩阵的最小化指派问题和以 C 为系数矩阵的原最大化指派问题
有相同的最优解。

(2) 人数和事数不等的指派问题: 若人少事多,则增加一些虚拟的“人”。这些虚拟的
“人”做各事的系数可取 0,理解为这些费用实际上不会发生。若人多事少,则增
加一些虚拟的“事”。这些虚拟的“事”的系数同样也取 0。

(3) 一个人可做几件事的指派问题: 若某个人可做几件事,则可将该人化为相同的几
个“人”来接受指派。这几个“人”做同一件事的系数都一样。

例 3.10 在例3.8中, 为保证工程质量, 舍弃建筑公司 A4, A5, 而让技术较强的建筑公司
A1, A2, A3来承建,并允许每家承建至多 2家商店。试确定指派方案,使总费用最少。

解 由于舍弃建筑公司 A4, A5,系数矩阵可写为

C =
©­­­«
4 8 7 15 12
7 9 17 14 10
6 9 12 8 7

ª®®®¬
又允许建筑公司 A1, A2, A3承建至多承建 2家商店,故将每家公司拆成 2个虚拟公司,得
到如下系数矩阵

C ′ =

©­­­­­­­­­­­«

4 8 7 15 12
4 8 7 15 12
7 9 17 14 10
7 9 17 14 10
6 9 12 8 7
6 9 12 8 7

ª®®®®®®®®®®®¬
为了使“人”和“事”的数目相同,引入虚拟的“事”使之成为标准的指派问题,得到

C ′′ =

©­­­­­­­­­­­«

4 8 7 15 12 0
4 8 7 15 12 0
7 9 17 14 10 0
7 9 17 14 10 0
6 9 12 8 7 0
6 9 12 8 7 0

ª®®®®®®®®®®®¬
通过匈牙利算法,得到最优指派方案为由 A1承建 B1和 B3, A2承建 B2, A3承建 B4和 B5,
总费用为 4 + 7 + 9 + 8 + 7 = 35 (万元)。
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3.5 习题

3.1 试用四舍五入法求解整数线性规划问题

max 𝑧 = 𝑥1 + 4𝑥2

s.t.


−2𝑥1 + 3𝑥2 ≤ 3

𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 8

𝑥1, 𝑥2 ≥ 0且取整数

3.2 用分支界定法求解整数规划问题

max 𝑧 = 𝑥1 + 𝑥2

s.t.


𝑥1 +

9
14

𝑥2 ≤
51
14

−2𝑥1 + 𝑥2 ≤
1
3

𝑥1, 𝑥2 ≥ 0且取整数

3.3 用隐枚举法求解 0−1整数规划问题

min 𝑧 = 5𝑥1 + 7𝑥2 + 10𝑥3 + 3𝑥4 + 𝑥5

s.t.



𝑥1 − 3𝑥2 + 5𝑥3 + 𝑥4 − 4𝑥5 ≥ 2

−2𝑥1 + 6𝑥2 + 3𝑥3 − 2𝑥4 + 2𝑥5 ≥ 0

−2𝑥2 + 2𝑥3 − 𝑥4 − 𝑥5 ≥ 1

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5取0或1

3.4 已知指派问题的系数矩阵

©­­­­­«
7 9 10 12
13 12 16 17
15 16 14 15
11 12 15 16

ª®®®®®¬
用匈牙利算法确定最优指派方案。

3.5 已知 A, B, C, D, E共 5名运动员在不同泳姿下的 50 m游泳成绩如表3.7所示。试从
中选拔队员组成 200 m混合泳接力队,使预计比赛成绩最优。
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表 3.7 运动员游泳姿势和成绩
单位: s

姿势
运动员

A B C D E

仰泳 37.7 32.9 33.8 37.0 35.4

蛙泳 43.4 33.1 42.2 34.7 41.8

蝶泳 33.3 28.5 38.9 30.4 33.6

自由泳 29.2 26.4 29.6 28.5 31.1
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动态规划

4.1 基本概念

4.1.1 多阶段决策过程

所谓多阶段决策过程, 是指一类可依据时间或逻辑顺序, 分解为若干相互关联阶段
的动态过程,其中每个阶段称为一个“时段”。在每一阶段均须做出相应决策,整个过程
的决策集合构成一个决策序列,因此多阶段决策问题也被称为序贯决策问题。各阶段的
决策并非相互独立, 单个阶段的决策不仅决定本阶段的效果, 还会直接影响下一阶段的
初始状态。当所有阶段的决策确定后,由此形成的决策序列称为策略。多阶段决策过程
的目标是寻求一个最优策略,使得各阶段效益的总和达到全局最优。

例 4.1 给定某线路网络图,节点间连线上的数值表示对应两点间的距离,如图4.1所示。
试确定一条从 𝐴到 𝐹 的输油管道铺设路线,使总距离最短。

5
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7

7

5

4

8

4
5

8
4

3

3
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6
2

1

3

4

3

4

图 4.1 𝐴到 𝐹 各点间距离
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例 4.2 某公司可用于投资的总资金为 10万元。设对项目 1, 2, 3的投资额为 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3

万元,对应的收益函数分别为 𝑔1(𝑥1) = 4𝑥1, 𝑔2(𝑥2) = 9𝑥2, 𝑔3(𝑥3) = 2𝑥2
3。试确定资金在各

项目的分配方案,使总投资收益最大。

解 该问题可建立非线性规划模型

max 𝑧 = 4𝑥1 + 9𝑥2 + 2𝑥2
3

s.t.

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 10

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ≥ 0

采用动态规划求解时, 可按项目顺序划分为 3个阶段, 将静态优化问题转化为多阶段决
策过程,避免直接求解非线性规划的复杂迭代。

例 4.3 某旅行者携带背包登山,背包最大承重为 𝑎 kg。现有 𝑛种物品可供选择装入背
包,第 𝑖种物品单件重量为 𝑎𝑖 kg,其价值为携带数量 𝑥𝑖 的函数 𝑐𝑖 (𝑥𝑖)。试确定各类物品
的携带数量,使背包中物品总价值最大。

4.1.2 关键要素

以最短路线问题为例, 给出建立动态规划模型所需的关键要素, 主要包括阶段、状
态、决策与策略、状态转移方程、指标函数。

(1) 阶段: 指按时间顺序或空间结构将问题分解为若干相互关联的部分,通常用 𝑘 表
示。在例4.1中,从 𝐴到 𝐹 的过程可划分为以下 5个阶段:

𝐴 → 𝐵, 𝐵 → 𝐶, 𝐶 → 𝐷, 𝐷 → 𝐸, 𝐸 → 𝐹

(2) 状态: 指各阶段决策开始时所面临的客观条件,通常用 𝑠𝑘 表示。状态变量的所有
可能取值构成状态集合,记为 𝑆𝑘。动态规划中的状态必须满足无后效性,也就是
说,若某阶段状态一经确定,则该阶段之后的决策过程仅依赖于当前状态,而与此
前各阶段如何到达该状态的历史路径无关。在例4.1中,第 1阶段的状态为 𝐴,即
𝑆1 = {𝐴},其余阶段状态集合为

𝑆2 = {𝐵1, 𝐵2}, 𝑆3 = {𝐶1, 𝐶2, 𝐶3, 𝐶4}, 𝑆4 = {𝐷1, 𝐷2, 𝐷3}, 𝑆5 = {𝐸1, 𝐸2}

(3) 决策与策略: 决策指在给定第 𝑘 阶段状态 𝑠𝑘 的前提下, 对下一阶段状态做
出的选择, 通常用 𝑑𝑘 (𝑠𝑘) 表示。决策变量的取值范围称为允许决策集合, 记
为 𝐷𝑘 (𝑠𝑘), 满足 𝑑𝑘 (𝑠𝑘) ∈ 𝐷𝑘 (𝑠𝑘)。由各阶段决策构成的序列称为策略, 记为
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𝑝1,𝑛 = {𝑑1(𝑠1), 𝑑2(𝑠2), · · · , 𝑑𝑛(𝑠𝑛)}。所有策略构成的集合记为 𝑃1,𝑛, 其中使目标
函数达到最优的策略称为最优策略。在例4.1中,从第 2阶段状态 𝐵1出发,可选择
下一节点为 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3,即 𝐷2(𝐵1) = {𝐶1, 𝐶2, 𝐶3}。若选定 𝐶3,则相应决策为

𝑑2(𝐵1) = 𝐶3

(4) 状态转移方程: 描述当前阶段的状态由上一阶段的状态及其决策共同决定的规
律,通常用 𝑠𝑘+1 = 𝑇𝑘 (𝑠𝑘 , 𝑑𝑘) 表示。在例4.1中,下一阶段状态即为当前决策,因此
状态转移方程可简化为

𝑠𝑘+1 = 𝑑𝑘 (𝑠𝑘)

(5) 指标函数: 用以衡量策略优劣的数量标准,通常分为阶段指标函数和过程指标函
数。阶段指标函数 𝑣𝑘 (𝑠𝑘 , 𝑢𝑘) 表示第 𝑘 阶段在状态 𝑠𝑘 下采取决策 𝑢𝑘 所获得的单
阶段效益。对于 𝑛阶段过程,从第 1阶段到第 𝑛阶段称为全过程,记其过程指标
函数为 𝑉1,𝑛(𝑠1, 𝑝1,𝑛),从第 𝑘 阶段到第 𝑛阶段的部分过程称为后部子过程,记其过
程指标函数为 𝑉𝑘,𝑛(𝑠𝑘 , 𝑝𝑘,𝑛)。最优指标函数 𝑓𝑘 (𝑠𝑘) 定义为从第 𝑘 阶段状态 𝑠𝑘 出
发,采用最优策略直至过程结束所能获得的最优效益,即

𝑓𝑘 (𝑠𝑘) = 𝑉𝑘,𝑛(𝑠𝑘 , 𝑝∗
𝑘,𝑛) = opt

𝑝𝑘,𝑛∈𝑃𝑘,𝑛

𝑉𝑘,𝑛(𝑠𝑘 , 𝑝𝑘,𝑛)

其中, opt根据具体问题可取 max或 min。当 𝑘 = 1时, 𝑓1(𝑠1) 即为从初始状态 𝑠1

出发的全过程最优值。在例4.1中,指标函数为路径长度。𝑣2(𝐵1, 𝐶2) 表示第 2阶
段从 𝐵1到 𝐶2的路段长度, 𝑉2,5(𝐵1)表示从 𝐵1到 𝐹 的路径长度, 𝑓2(𝐵1)表示从 𝐵1

到 𝐹 的最短路径长度, 𝑓1(𝐴)表示问题的总体目标。

4.2 动态规划模型

4.2.1 基本思想

对于例4.1所示的最短路线问题,若直接采用枚举法求解,须列出从 𝐴到 𝐹 的所有可
行路径并逐一比较。随着问题阶段数与各阶段状态数的增加,枚举法的计算量将呈指数
级增长。为高效求解此类多阶段决策优化问题,本节引入动态规划方法。其核心思路是
从过程的最后阶段出发,采用逆序递推的方式,逐阶段计算各状态至 𝐹 的最短距离,最终
确定从 𝐴到 𝐹 的最优路线。
从最后阶段 𝑘 = 5开始,状态变量 𝑠5可取两种状态 𝐸1, 𝐸2,其到 𝐹的距离分别为 4和

3,即
𝑓5(𝐸1) = 4, 𝑓5(𝐸2) = 3
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当 𝑘 = 4时,状态变量 𝑠4可取三种状态 𝐷1, 𝐷2, 𝐷3,对应从该状态经一步决策到达终
点。以状态 𝐷1为例,须比较经 𝐸1, 𝐸2的两条路径,选取总距离最小者,即

𝑓4(𝐷1) = min

𝑣4(𝐷1, 𝐸1) + 𝑓5(𝐸1)

𝑣4(𝐷1, 𝐸2) + 𝑓5(𝐸2)

 = min


3 + 4

5 + 3

 = 7

上式表明,由 𝐷1到 𝐹 的最短距离为 7,其路径为 𝐷1 → 𝐸1 → 𝐹,决策为 𝑑∗
4 (𝐷1) = 𝐸1。同

理可得

𝑓4(𝐷2) = min

𝑣4(𝐷2, 𝐸1) + 𝑓5(𝐸1)

𝑣4(𝐷2, 𝐸2) + 𝑓5(𝐸2)

 = min


6 + 4

2 + 3

 = 5

即 𝐷2到 𝐹 的最短距离为 5,其路径为 𝐷2 → 𝐸2 → 𝐹,决策为 𝑑∗
4 (𝐷2) = 𝐸2。可得

𝑓4(𝐷3) = min

𝑣4(𝐷3, 𝐸1) + 𝑓5(𝐸1)

𝑣4(𝐷3, 𝐸2) + 𝑓5(𝐸2)

 = min


1 + 4

3 + 3

 = 5

即 𝐷3到 𝐹 的最短距离为 5,其路径为 𝐷3 → 𝐸1 → 𝐹,决策为 𝑑∗
4 (𝐷3) = 𝐸1。

当 𝑘 = 3时,经计算可得

𝑓3(𝐶1) = 12, 𝑑∗
3 (𝐶1) = 𝐷1

𝑓3(𝐶2) = 10, 𝑑∗
3 (𝐶2) = 𝐷2

𝑓3(𝐶3) = 8, 𝑑∗
3 (𝐶3) = 𝐷2

𝑓3(𝐶4) = 9, 𝑑∗
3 (𝐶4) = 𝐷3

当 𝑘 = 2时,继续计算可得

𝑓2(𝐵1) = 13, 𝑑∗
2 (𝐵1) = 𝐶2

𝑓2(𝐵2) = 15, 𝑑∗
2 (𝐵2) = 𝐶3

当 𝑘 = 1时,仅有初始状态 𝐴,于是

𝑓1(𝐴) = min

𝑣1(𝐴, 𝐵1) + 𝑓2(𝐵1)

𝑣1(𝐴, 𝐵2) + 𝑓2(𝐵2)

 = min


4 + 13

5 + 15

 = 17

即从 𝐴到 𝐹 的最短距离为 17,最优决策为 𝑑∗
1 (𝐴) = 𝐵1。按计算顺序反向追溯,可得最优

决策序列为

𝑑∗
1 (𝐴) = 𝐵1, 𝑑

∗
2 (𝐵1) = 𝐶2, 𝑑

∗
3 (𝐶2) = 𝐷2, 𝑑

∗
4 (𝐷2) = 𝐸2, 𝑑

∗
5 (𝐸2) = 𝐹
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对应的最优路线为
𝐴 → 𝐵1 → 𝐶2 → 𝐷2 → 𝐸2 → 𝐹

由上述计算过程可知,各阶段最优指标函数满足如下递推关系
𝑓𝑘 (𝑠𝑘) = min{𝑣𝑘 (𝑠𝑘 , 𝑑𝑘) + 𝑓𝑘+1(𝑠𝑘+1)}, 𝑘 = 5, 4, 3, 2, 1

𝑓6(𝑠6) = 0

该式称为动态规划基本方程,其中 𝑓6(𝑠6) = 0为边界条件。一般形式的动态规划基本方
程可写为 

𝑓𝑘 (𝑠𝑘) = opt
𝑑𝑘∈𝐷𝑘 (𝑠𝑘 )

{𝑣𝑘 (𝑠𝑘 , 𝑑𝑘) + 𝑓𝑘+1(𝑠𝑘+1)}, 𝑘 = 𝑛, 𝑛 − 1, · · · , 1

𝑓𝑛+1(𝑠𝑛+1) = 0

其中 𝑣𝑘 (𝑠𝑘 , 𝑢𝑘)为状态 𝑠𝑘 在决策 𝑢𝑘 下对应的第 𝑘 阶段指标函数值。

性质 4.1
对于最优策略所经过的任一状态,无论该状态之前的状态与决策如何,此后的决策
序列必构成从该状态出发的最优子策略。

以最短路线问题为例, 最优路线上任意一点到终点的子路径, 也必为该点到终点的
最短路径。根据上述性质,多阶段决策问题可转化为分阶段递推优化过程,通常采用逆序
递推方式,由终点向起点逐步推算。

4.2.2 模型建立

动态规划建模的关键在于合理选取状态变量, 使各阶段状态之间满足状态转移方
程。下面以例4.2的投资决策问题为例说明模型建立与求解方法。
若采用动态规划方法求解,可人为引入“时段”概念,按项目决策顺序将问题划分为

三个阶段,依次对各项目进行投资分配,阶段变量记为 𝑘 = 1, 2, 3。状态变量通常选取在
递推过程中具有累积性或规律性变化的量,此处选取第 𝑘 阶段初始可用于投资的资金总
额为状态变量 𝑠𝑘 ,初始状态为 𝑠1 = 10。取第 𝑘 阶段对项目 𝑘 的投资额为决策变量,并记

𝑑𝑘 = 𝑥𝑘 , 𝑘 = 1, 2, 3

当 𝑘 = 1时,有 𝑠1 = 10, 𝑑1 = 𝑥1。当 𝑘 = 2时,状态 𝑠2表示完成项目 1投资后剩余的可投
资资金,即 𝑠2 = 𝑠1 − 𝑑1, 𝑑2 = 𝑥2。依次类推,可得状态转移方程为

𝑠𝑘+1 = 𝑠𝑘 − 𝑥𝑘
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定义阶段指标函数为

𝑉𝑘,3 =
3∑

𝑖=𝑘

𝑔𝑖 (𝑥𝑖)

最优指标函数 𝑓𝑘 (𝑠𝑘) 表示当可投资资金为 𝑠𝑘 时, 从第 𝑘 项到第 3项所能获得的最大收
益。对应的动态规划基本方程为

𝑓𝑘 (𝑠𝑘) = max
0≤𝑥𝑘≤𝑠𝑘

{𝑔𝑘 (𝑥𝑘) + 𝑓𝑘+1(𝑠𝑘+1)} , 𝑘 = 3, 2, 1

𝑓4(𝑠4) = 0

通过逐阶段逆序递推计算,得到各项目的最优投资额,其中 𝑓1(10)即为全局最大收益。
一般地,建立动态规划模型的基本步骤可归纳为以下四点。
(1) 划分阶段: 分析问题结构, 识别多阶段决策特征, 按时间或空间顺序划分为若干
满足递推关系的阶段,对非时序的静态问题赋予“时段”概念。

(2) 选取状态变量: 状态变量 𝑠𝑘 应能准确刻画过程的演变特征,并满足无后效性。同
时状态变量应具有可知性,即可通过直接或间接的方法测知。此外,状态变量可
取离散值或连续值,通常从约束条件或与决策直接关联的累积量中选取。

(3) 确定状态转移方程: 明确决策变量 𝑑𝑘 (𝑠𝑘) 及其允许决策集合 𝐷𝑘 (𝑠𝑘),建立由当前
状态 𝑠𝑘 与决策 𝑑𝑘 确定下一状态 𝑠𝑘+1的状态转移方程 𝑠𝑘+1 = 𝑇 (𝑠𝑘 , 𝑑𝑘)。

(4) 构造基本方程: 定义阶段指标 𝑣𝑘 (𝑠𝑘 , 𝑢𝑘)、过程指标函数 𝑉𝑘,𝑛(𝑠𝑘 , 𝑝𝑘,𝑛), 以及最优
指标函数 𝑓𝑘 (𝑠𝑘),并结合递推关系与边界条件,构建动态规划基本方程。

4.3 动态规划求解

动态规划有两种基本求解方法: 逆序解法与顺序解法。若寻优方向与多阶段决策过
程的实际行进方向相反,从最后阶段开始逐段向前递推,最终得到全过程的最优策略，称
为逆序解法。反之,寻优方向与过程行进方向一致,则称为顺序解法。

4.3.1 逆序解法

设已知初始状态为 𝑠1,定义最优值函数 𝑓𝑘 (𝑠𝑘) 表示第 𝑘 阶段以状态 𝑠𝑘 出发,从第 𝑘

阶段到第 𝑛阶段所能获得的最大效益。
从第 𝑛阶段开始递推,有

𝑓𝑛(𝑠𝑛) = max
𝑑𝑛∈𝐷𝑛 (𝑠𝑛 )

{𝑣𝑛(𝑠𝑛, 𝑑𝑛)}
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其中 𝐷𝑛(𝑠𝑛) 为状态 𝑠𝑛 对应的第 𝑛阶段允许决策集合。求解上述一维极值问题,即可得
到最优决策 𝑑𝑛 = 𝑑𝑛(𝑠𝑛)与最优值 𝑓𝑛(𝑠𝑛)。
在第 𝑛 − 1阶段,有

𝑓𝑛−1(𝑠𝑛−1) = max
𝑑𝑛−1∈𝐷𝑛−1 (𝑠𝑛−1 )

{𝑣𝑛−1(𝑠𝑛−1, 𝑑𝑛−1) ∗ 𝑓𝑛(𝑠𝑛)}

其中状态转移方程为 𝑠𝑛 = 𝑇𝑛−1(𝑠𝑛−1, 𝑑𝑛−1)。同理可求得最优决策 𝑑𝑛−1 = 𝑑𝑛−1(𝑠𝑛−1) 与最
优值 𝑓𝑛−1(𝑠𝑛−1)。符号 ∗统一表示加法或乘法,具体运算类型须根据实际目标函数确定。

推广至第 𝑘 阶段,递推方程为

𝑓𝑘 (𝑠𝑘) = max
𝑑𝑘∈𝐷𝑘 (𝑠𝑘 )

{𝑣𝑘 (𝑠𝑘 , 𝑑𝑘) ∗ 𝑓𝑘+1(𝑠𝑘+1)}

其中 𝑠𝑘+1 = 𝑇𝑘 (𝑠𝑘 , 𝑑𝑘)。求解该极值问题,得到最优解 𝑑𝑘 = 𝑑𝑘 (𝑠𝑘)与最优值 𝑓𝑘 (𝑠𝑘)。
依次类推,直至第 1阶段,有

𝑓1(𝑠1) = max
𝑑1∈𝐷1 (𝑠1 )

{𝑣1(𝑠1, 𝑑1) ∗ 𝑓2(𝑠2)}

其中 𝑠2 = 𝑇1(𝑠1, 𝑑1)。由此可得到最优决策 𝑢1 = 𝑑1(𝑠1)与最优值 𝑓1(𝑠1)。又初始状态 𝑠1已
知, 𝑑1 = 𝑑1(𝑠1) 与 𝑓1(𝑠1) 可确定,进而由状态转移方程计算 𝑠2 = 𝑇1(𝑠1, 𝑑1)。依次类推,即
可逐段确定各阶段最优决策与相应效益。

例 4.4 用逆序解法求解问题

max 𝑧 = 𝑥1 · 𝑥2
2 · 𝑥3

s.t.

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 𝑐

𝑥𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, 2, 3

解 按变量数目将问题划分为 3 个决策阶段。引入状态变量 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3, 并令 𝑠1 = 𝑐。以
𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 为各阶段决策变量, 阶段指标函数按乘积方式复合。定义最优指标函数 𝑓𝑘 (𝑠𝑘)
为第 𝑘 阶段从状态 𝑠𝑘 出发, 至第 3 阶段结束所能获得的最大效益。阶段指标分别为
𝑥1, 𝑥

2
2, 𝑥3,全过程指标函数为 𝑉1,3 = 𝑥1 · 𝑥2

2 · 𝑥3。
状态满足 𝑠3 = 𝑥3, 𝑠3 + 𝑥2 = 𝑠2, 𝑠2 + 𝑥1 = 𝑠1 = 𝑐,即 𝑠3 = 𝑥3, 0 ≤ 𝑥2 ≤ 𝑠2, 0 ≤ 𝑥1 ≤ 𝑠1 = 𝑐。

采用逆序解法,从后向前递推,有

𝑓3(𝑠3) = max
𝑥3∈𝐷3 (𝑠3 )

{𝑣3(𝑠3, 𝑑3)} = max {𝑥3} = 𝑠3
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最优解为 𝑥∗3 = 𝑠3。接下来计算

𝑓2(𝑠2) = max
𝑥2∈𝐷2 (𝑠2 )

{𝑣2(𝑠2, 𝑑2) · 𝑓3(𝑠3)}

= max
0≤𝑥2≤𝑠2

{𝑥2
2 · 𝑓3(𝑠3)}

= max
0≤𝑥2≤𝑠2

{𝑥2
2 · (𝑠2 − 𝑥2)}

= max
0≤𝑥2≤𝑠2

{ℎ2(𝑠2, 𝑥2)}

对 𝑥2 求导并令一阶导数为零有
𝜕ℎ2

𝜕𝑥2
= 2𝑥2𝑠2 − 3𝑥2

2 = 0,解得驻点 𝑥2 =
2
3
𝑠2, 𝑥2 = 0 (舍去)。

再由二阶条件
𝜕2ℎ2

𝜕2𝑥2

���
𝑥2= 2

3 𝑠2
= −2𝑠2 < 0,知该点为极大值点,因此

𝑓2(𝑠2) =
4
27

𝑠3
2, 𝑥

∗
2 =

2
3
𝑠2

继续递推至第 1阶段,有

𝑓1(𝑠1) = max
𝑥1∈𝐷1 (𝑠1 )

{𝑣1(𝑠1, 𝑑1) · 𝑓2(𝑠2)}

= max
0≤𝑥1≤𝑠1

{𝑥1 · 𝑓2(𝑠2)}

= max
0≤𝑥1≤𝑠1

{𝑥1 ·
4
27

(𝑠1 − 𝑥1)3}

= max
0≤𝑥1≤𝑠1

{ℎ1(𝑠1, 𝑥1)}

同理,利用微分法可求得最优解与最优值分别为

𝑥∗1 =
1
4
𝑠1, 𝑓1(𝑠1) =

1
64

𝑠4
1

已知 𝑠1 = 𝑐,按递推顺序回代可得

𝑥∗1 =
1
4
𝑠1, 𝑓1(𝑐) =

1
64

𝑐4

𝑥∗2 =
2
3
𝑠2 =

1
2
𝑐, 𝑓2(𝑠2) =

1
16

𝑐3

𝑥∗3 =
1
4
𝑐, 𝑓3(𝑠3) =

1
4
𝑐

因此,目标函数的最大值为 𝑓1(𝑐) =
1
64

𝑐4。
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4.3.2 顺序解法

顺序解法可理解为将原 𝑛阶段决策过程的递推方向反转,以 𝑠𝑘+1 为输入状态, 𝑠𝑘 为
输出状态。相应的状态转移方程为逆序解法的逆变换,记为 𝑠𝑘 = 𝑇𝑘 (𝑠𝑘+1, 𝑑𝑘)。设终止状
态 𝑠𝑛+1已知,定义最优指标函数 𝑓𝑘 (𝑠)表示第 𝑘 阶段末状态为 𝑠时,从第 1阶段至第 𝑘 阶
段所能获得的最大效益。
从第 1阶段开始递推,有

𝑓1(𝑠2) = max
𝑑1∈𝐷1 (𝑠1 )

{𝑣1(𝑠1, 𝑑1)}

其中 𝑠1 = 𝑇1(𝑠2, 𝑢1)。求解得到最优决策 𝑑1 = 𝑑1(𝑠2)与最优值 𝑓1(𝑠2)。
第 2阶段递推方程为

𝑓2(𝑠3) = max
𝑑2∈𝐷2 (𝑠2 )

{𝑣2(𝑠2, 𝑑2) ∗ 𝑓1(𝑠2)}

依次类推,直到第 𝑛阶段有

𝑓𝑛(𝑠𝑛+1) = max
𝑑𝑛∈𝐷𝑛 (𝑠𝑛 )

{𝑣𝑛(𝑠𝑛, 𝑑𝑛) ∗ 𝑓𝑛−1(𝑠𝑛)}

由于终止状态 𝑠𝑛+1 已知, 𝑑𝑛 = 𝑑𝑛(𝑠𝑛+1) 与 𝑓𝑛(𝑠𝑛+1) 可确定。再沿与过程相反的方向
回代推算,即可逐段确定各阶段最优决策与效益。
仍以例4.4说明顺序解法的求解过程。定义状态满足 𝑠3 + 𝑥3 = 𝑠4 = 𝑐, 𝑠2 + 𝑥2 = 𝑠3,

𝑠2 = 𝑥1,状态转移方程为 𝑠𝑘 = 𝑇𝑘 (𝑠𝑘+1, 𝑑𝑘),约束为

𝑠2 = 𝑥1, 0 ≤ 𝑥2 ≤ 𝑠3, 0 ≤ 𝑥3 ≤ 𝑠4 = 𝑐

采用顺序解法,从前向后依次有

𝑓1(𝑠2) = max
𝑥1=𝑠2

{𝑥1} = 𝑠2, 𝑥
∗
1 = 𝑠2

𝑓2(𝑠3) = max
0≤𝑥2≤𝑠3

{𝑥2
2 · 𝑓1(𝑠2)} =

4
27

𝑠3
3, 𝑥

∗
2 =

2
3
𝑠3

𝑓3(𝑠4) = max
0≤𝑥3≤𝑠4

{𝑥3 · 𝑓2(𝑠3)} =
1
64

𝑠4
4, 𝑥

∗
3 =

1
4
𝑠4

由 𝑠4 = 𝑐,可得最优解为
𝑥∗1 =

1
4
𝑐, 𝑥∗2 =

1
2
𝑐, 𝑥∗3 =

1
4
𝑐

目标函数的最大值为 𝑧∗ =
1
64

𝑐4。
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4.3.3 方法比较

顺序解法与逆序解法在理论上并无本质差别,只是递推方向不同。一般而言,初始状
态给定时宜采用逆序解法,终止状态给定时宜采用顺序解法。若同时给定唯一的初始状
态和终止状态,则两种方法均可使用。但当初始状态已知而终止状态有多个时,需要比较
各终止状态对应的路径及指标函数值, 以选取总体效益最优者, 此时顺序解法通常更为
方便。因此,应根据问题的特点灵活选择求解方向,以简化计算过程。此外,两种方法在
建模时的主要区别如下:

(1) 状态转移方式不同: 逆序解法中,状态由前向后转移,即 𝑠𝑘+1 = 𝑇𝑘 (𝑠𝑘 , 𝑑𝑘)。顺序解
法中,状态由后向前转移,即 𝑠𝑘 = 𝑇𝑘 (𝑠𝑘+1, 𝑑𝑘)。

(2) 指标函数定义不同: 逆序解法中, 𝑓𝑘 (𝑠𝑘) 表示从第 𝑘 阶段状态 𝑠𝑘 到过程终点的后
部子过程最优效益,整体最优值为 𝑓1(𝑠1)。顺序解法中, 𝑓𝑘 (𝑠𝑘+1) 表示从过程起点
到第 𝑘 阶段末状态 𝑠𝑘+1的前部子过程最优效益,整体最优值为 𝑓𝑛(𝑠𝑛+1)。

(3) 基本方程形式不同: 对于可加型指标函数,在逆序解法中,有 𝑣𝑘,𝑛 =
𝑛∑
𝑗=𝑘

𝑣 𝑗 (𝑠 𝑗 , 𝑢 𝑗),

基本方程为
𝑓𝑘 (𝑠𝑘) = opt

𝑑𝑘∈𝐷𝑘

{𝑣𝑘 (𝑠𝑘 , 𝑑𝑘) + 𝑓𝑘+1(𝑠𝑘+1)}, 𝑘 = 𝑛, 𝑛 − 1, · · · , 1

𝑓𝑛+1(𝑠𝑛+1) = 0

在顺序解法中,有 𝑣1,𝑘 =
𝑘∑
𝑗=1

𝑣 𝑗 (𝑠 𝑗+1, 𝑢 𝑗),基本方程为
𝑓𝑘 (𝑠𝑘+1) = opt

𝑑𝑘∈𝐷𝑘

{𝑣𝑘 (𝑠𝑘+1, 𝑑𝑘) + 𝑓𝑘−1(𝑠𝑘)}, 𝑘 = 1, 2, · · · , 𝑛

𝑓0(𝑠1) = 0

对于可乘型指标函数,在逆序解法中,有 𝑣𝑘,𝑛 =
𝑛∏
𝑗=𝑘

𝑣 𝑗 (𝑠 𝑗 , 𝑢 𝑗),基本方程为
𝑓𝑘 (𝑠𝑘) = opt

𝑑𝑘∈𝐷𝑘

{𝑣𝑘 (𝑠𝑘 , 𝑑𝑘) · 𝑓𝑘+1(𝑠𝑘+1)}, 𝑘 = 𝑛, 𝑛 − 1, · · · , 1

𝑓𝑛+1(𝑠𝑛+1) = 1

在顺序解法中,有 𝑣1,𝑘 =
𝑘∏
𝑗=1

𝑣 𝑗 (𝑠 𝑗+1, 𝑢 𝑗),基本方程为


𝑓𝑘 (𝑠𝑘+1) = opt

𝑑𝑘∈𝐷𝑘

{𝑣𝑘 (𝑠𝑘+1, 𝑑𝑘) · 𝑓𝑘−1(𝑠𝑘)}, 𝑘 = 1, 2, · · · , 𝑛

𝑓0(𝑠1) = 1
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4.4 背包问题

除最优路径问题与资源分配问题外,动态规划方法在经济管理、物流调度、资源配
置等领域同样具有广泛的应用。本节选取具有代表性的背包问题进行介绍,即例4.3。
设 𝑥𝑖 为第 𝑖种物品装入的件数,则背包问题可归纳为整数规划模型

max 𝑧 =
𝑛∑
𝑖=1

𝑐𝑖 (𝑥𝑖)

s.t.


𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑥𝑖 ≤ 𝑎

𝑥𝑖 ≥ 0且取整数

将待装入的 𝑛 种物品按顺序划分阶段, 每个阶段仅考虑一种物品, 共分为 𝑛 个阶段, 即
𝑘 = 1, 2, · · · , 𝑛。在第 𝑘 阶段开始时,背包剩余可装入前 𝑘 种物品的总重量限额记为状态
变量 𝑠𝑘+1。决策变量为第 𝑘 阶段装入第 𝑘 种物品的件数 𝑥𝑘 ,则状态转移方程为

𝑠𝑘 = 𝑠𝑘+1 − 𝑎𝑘𝑥𝑘

允许决策集合为 𝐷𝑘 (𝑠𝑘+1) = {𝑥𝑘 | 0 ≤ 𝑥𝑘 ≤ 𝑠𝑘+1/𝑎𝑘 , 𝑥𝑘为整数}。定义最优指标函数
𝑓𝑘 (𝑠𝑘+1),表示在背包中允许装入物品的总重量不超过 𝑠𝑘+1,采用最优策略只装前 𝑘 种物
品时的最大使用价值。由此,可得到动态规划的顺序递推方程为

𝑓𝑘 (𝑠𝑘+1) = max
𝑥𝑘=0,1, · · · , [𝑠𝑘+1/𝑎𝑘 ]

{𝑐𝑘 (𝑥𝑘) + 𝑓𝑘−1(𝑠𝑘+1 − 𝑎𝑘𝑥𝑘)}

𝑓0(𝑠1) = 0

依次计算 𝑓1(𝑠2), 𝑓2(𝑠3), · · · , 𝑓𝑛(𝑠𝑛+1) 及其对应的最优决策 𝑥1(𝑠2), 𝑥2(𝑠3), · · · , 𝑥𝑛(𝑠𝑛+1), 最
终得到的 𝑓𝑛(𝑎) 即为背包总重量不超过 𝑎 kg时的最大价值,相应最优方案可通过反向回
溯确定。

例 4.5 某卡车的最大货运量为 10 t,可用以装载 A, B, C三种货物,各货物的单位重量
与单位价值如表4.1所示。试问应如何确定装载方案,使卡车装载的总价值最大。

解 设 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3分别为货物 A, B, C的装载件数,则该问题可表示为整数规划模型

max 𝑧 = 4𝑥1 + 5𝑥2 + 6𝑥3

s.t.


3𝑥1 + 4𝑥2 + 5𝑥3 ≤ 10

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ≥ 0且取整数
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表 4.1 各货物的单位重量及价值

货物编号 重量/t 价值/万元
A 3 4

B 4 5

C 5 6

当 𝑘 = 1时,计算结果如表4.2所示,即

𝑓1(𝑠2) = max
0≤3𝑥1≤𝑠2, 𝑥1取整数

{4𝑥1}

= max
0≤𝑥1≤𝑠2/3, 𝑥1取整数

{4𝑥1}

表 4.2 第 1阶段计算结果

𝑠2 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

𝑓1(𝑠2) 0 0 0 4 4 4 8 8 8 12 12

𝑥∗1 0 0 0 1 1 1 2 2 2 3 3

当 𝑘 = 2时,计算结果如表4.3所示 (其中 𝑐2 = 5),即

𝑓2(𝑠3) = max
0≤4𝑥2≤𝑠3, 𝑥2取整数

{5𝑥2 + 𝑓1(𝑠3 − 4𝑥2)}

= max
0≤𝑥2≤𝑠3/4, 𝑥2取整数

{5𝑥2 + 𝑓1(𝑠3 − 4𝑥2)}

表 4.3 第 2阶段计算结果

𝑠3 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

𝑥2 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 2 0 1 2 0 1 2

𝑐2(𝑥2) + 𝑓2 0 0 0 4 4 5 4 5 8 5 8 9 8 9 10 12 9 10 12 13 10

𝑓2(𝑠3) 0 0 0 4 5 5 8 9 10 12 13

𝑥∗2 0 0 0 0 1 1 0 1 2 0 1

当 𝑘 = 3时,有

𝑓3(𝑠4) = max
0≤𝑥3≤𝑠4/5

{6𝑥3 + 𝑓2(𝑠4 − 5𝑥3)}

= max
𝑥3=0,1,2

{6𝑥3 + 𝑓2(10 − 5𝑥3)}

= max { 𝑓2(10), 6 + 𝑓2(5), 12 + 𝑓2(0)}

= max {13, 6 + 5, 12 + 0}

= 13
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由此可得最大价值为 13万元,最优决策为 𝑥∗3 = 0。反向回溯可得 𝑥∗1 = 2, 𝑥∗2 = 1,即货物
A装 2件,货物 B装 1件,不装载货物 C。

4.5 习题

4.1 现有天然气站 𝐴,须铺设管道至用气单位 𝐸 ,可选择的设计路线如图4.2所示,其中
𝐵1, 𝐵2, · · · , 𝐷2 等为中间加压站, 各路段旁的数字为该段线路的铺设费用 (单位: 万元)。
试用动态规划逆序解法,设计总费用最低的管道路线。

2

5

1

15

13
7 10

5
10

6

7

5
7

1
3

4

1

4

图 4.2 𝐴到 𝐸 各点间费用

4.2 首先用动态规划的逆序解法求解问题

max 𝑧 = 4𝑥1 + 9𝑥2 + 2𝑥2
3

s.t.

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 10

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ≥ 0

随后增加整数约束条件继续求解。

4.3 分别用动态规划的逆序解法与顺序解法求解非线性规划问题

max 𝑤 = 𝑥1 · 𝑥2 · 𝑥3

s.t.

𝑥1 + 5𝑥2 + 2𝑥3 ≤ 20

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ≥ 0

并进行比较。

4.4 现有一辆卡车,可装载 A, B, C, D四种货物,各货物的单件重量、占用容积及单件
价值如表4.4所示。已知卡车最大载重为 15 t,最大允许装载容积为 10 m3,每种货物可装
载件数不限。试确定合理的货物装载方案,使单车装载的总价值最大。
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表 4.4 各货物单件重量、占用容积及单件价值

货物编号
货物属性

单件重量/t 占用容积/m3 单件价值/万元
A 2 2 3

B 3 2 4

C 4 2 5

D 5 3 6



第 5章

博弈论

5.1 基本概念

5.1.1 典型案例

博弈论,又称对策论,广泛应用于军事对抗、政治谈判、企业竞争等领域。博弈问题
中,各参与主体以自身利益最大化为目标,在预判其他主体行动选择的基础上,制订并选
取最优决策方案。除经典的“田忌赛马”外,以下再给出若干典型示例。

例 5.1 某乡镇下一年的饮食品购买力将达到 4 000万元, 乡镇企业与中心城市企业展
开市场竞争。乡镇企业可生产特色饮食品和低档饮食品,中心城市企业可生产高档饮
食品和低档饮食品,双方市场的收益如表5.1所示。试分析乡镇企业和中心城市应选择
何种产品策略,以实现自身收益最优。

表 5.1 企业市场竞争收益
单位: 万元

乡镇企业策略
中心城市企业的策略

出售高档饮食品 出售低档饮食品

出售特色饮食品 2 000 3 000

出售低档饮食品 1 000 3 000

例 5.2 假定企业 I与企业 II均可向市场投放某一产品,且两者均可在时间区间 [0, 1]内
任意时刻完成销售。设企业 I的销售时刻为 𝑥,企业 II的销售时刻为 𝑦,企业 I的赢得
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函数为

𝐻 (𝑥, 𝑦) =


𝑐(𝑦 − 𝑥), 若𝑥 < 𝑦
1
2
𝑐(1 − 𝑥), 若𝑥 = 𝑦

𝑐(1 − 𝑥), 若𝑥 > 𝑦

其中 𝑐 ∈ R为正常数,表示单位时间的收益系数。试分析两家企业应如何选择销售时
刻,才能最大化自身收益。

例 5.3 英式拍卖是最常见的拍卖形式,由拍卖方先行公示拍卖品的基本信息,竞买者依
次递增报价,最终报价最高者获得拍卖品,并以其最终报价完成支付。设有 𝑛个竞买者
参与拍卖,报价分别为 𝑝1, 𝑝2, · · · , 𝑝𝑛,且不妨设 𝑝𝑛 > 𝑝𝑛−1 > · · · > 𝑝1。第 𝑛个竞买者只
要报价略高于 𝑝𝑛−1,即可以接近次高报价的成本获得拍卖品。竞买者之间可能相互知
晓彼此估价,也可能处于信息不完全状态。试分析每位竞买者应如何报价,才能以较低
成本获得拍卖品。

例 5.4 现有两名嫌疑犯因涉嫌重大案件被警方拘留,二人被分别审讯且无法互通信息。
依据法律规定,若两人均认罪,每人判处有期徒刑 7年。若两人均不认罪,因证据不足,
每人判处有期徒刑 1年。若仅一人认罪,认罪者予以释放,拒不认罪者判处有期徒刑 9
年。两名囚犯需在认罪与不认罪中做出抉择,该案例即经典的“囚徒困境”。

5.1.2 三要素

针对不同的实际问题可构建不同形式的博弈模型, 而无论模型如何变化, 均包含以
下三个基本要素。

(1) 局中人: 指在博弈中拥有独立决策权限、以自身利益最大化为目标的参与主体。
通常用 𝐼 = {1, 2, · · · , 𝑛} 表示所有局中人的集合,其中 𝑛为局中人的数量。局中
人既可以是自然人,也可以是企业、组织等集体决策主体。

(2) 策略集: 指供局中人可选择的、完整且可执行的行动方案集合。通常用 𝑠𝑖表示第
𝑖 个局中人的某一策略,其全部策略构成的集合记为 𝑆𝑖。由所有局中人的策略共
同组成局势 𝑠 = (𝑠1, 𝑠2, · · · , 𝑠𝑛),全体局势构成的集合记为 𝑆。

(3) 赢得函数: 指在任意局势下每个局中人的收益或损失值。通常用 𝐻𝑖 (𝑠) 表示第 𝑖

个局中人在局势 𝑠 下的赢得值,函数值为正代表局中人获得收益,函数值为负代
表局中人产生损失。

以“田忌赛马”为例,局中人为齐王和田忌,记为 𝐼 = {1, 2}。用 (上,中,下)表示按照
上等马、中等马、下等马依次参赛,即为一个完整的策略。齐王和田忌各自拥有 6个策
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略,分别为 (上,中,下)、(上,下,中)、(中,上,下)、(中,下,上)、(下,中,上)、(下,上,中)。
设齐王的策略集为 𝑆1 = {𝛼1, 𝛼2, · · · , 𝛼6},田忌的策略集为 𝑆2 = {𝛽1, 𝛽2, · · · , 𝛽6},任意策略
组合 (𝛼𝑖, 𝛽 𝑗) 构成一个局势 𝑠𝑖 𝑗 , 对应齐王与田忌的赢得值分别为 𝐻1(𝑠𝑖 𝑗) 和 𝐻2(𝑠𝑖 𝑗)。若
𝛼1 = (上,中,下), 𝛽1 = (上,中,下),则在局势 𝑠11 下,齐王的赢得值为 𝐻1(𝑠11) = 3,田忌的
赢得值为 𝐻2(𝑠11) = −3。

5.1.3 分类

为便于对不同类型的博弈问题开展研究,通常会依据一定标准对其进行分类。
(1) 按局中人的数量,博弈问题可分为二人博弈和多人博弈。例如,“田忌赛马”“饮
食品市场竞争”均属于二人博弈。

(2) 按各局中人的赢得函数的代数和是否为零,博弈问题可分为零和博弈与非零和博
弈。例如,“田忌赛马”属于零和博弈,“囚徒困境”属于非零和博弈。

(3) 按各局中人是否允许合作,博弈问题可分为合作博弈和非合作博弈。前述典型案
例均属于非合作博弈。

(4) 按局中人策略集中的策略数量,博弈问题可分为有限博弈和无限博弈。例如,“田
忌赛马”属于有限博弈,“企业销售时机”属于无限博弈。

除此之外,博弈问题还可从其他维度划分。按策略选择是否与时间相关,可分为静态
博弈与动态博弈。按数学结构与分析方法,可分为矩阵博弈、连续博弈、微分博弈、凸
博弈及随机博弈等。

5.2 矩阵博弈模型

5.2.1 纯策略

矩阵博弈,即二人有限零和博弈。设局中人 I有 𝑚 个纯策略 𝛼1, 𝛼2, · · · , 𝛼𝑚,局中人
II 有 𝑛 个纯策略 𝛽1, 𝛽2, · · · , 𝛽𝑛, 则双方的策略集分别为 𝑆1 = {𝛼1, 𝛼2, · · · , 𝛼𝑚} 与 𝑆2 =

{𝛽1, 𝛽2, · · · , 𝛽𝑛}。当局中人 I 选取纯策略 𝛼𝑖、局中人 II 选取纯策略 𝛽 𝑗 时, 构成纯局势
(𝛼𝑖, 𝛽 𝑗),全部纯局势的总数为 𝑚 × 𝑛 个。对任意纯局势 (𝛼𝑖, 𝛽 𝑗),记局中人 I的赢得值为
𝑎𝑖 𝑗 ,则称矩阵

A =

©­­­­­­«
𝑎11 𝑎12 · · · 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 · · · 𝑎2𝑛
...

...
...

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 · · · 𝑎𝑚𝑛

ª®®®®®®¬
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为局中人 I的赢得矩阵。根据零和博弈的基本性质,局中人 II的赢得矩阵为 −A。当局
中人 I和局中人 II的策略集 𝑆1, 𝑆2及赢得矩阵A均确定时,一个矩阵博弈即被完全确定,
记为 𝐺 = {𝑆1, 𝑆2;A}。仍以“田忌赛马”为例,齐王的赢得矩阵为

A =

©­­­­­­­­­­­«

3 1 1 1 1 −1
1 3 1 1 −1 1
1 −1 3 1 1 1
−1 1 1 3 1 1
1 1 −1 1 3 1
1 1 1 −1 1 3

ª®®®®®®®®®®®¬
当 𝐺 确定后,各局中人将考虑如何选取对自身最优的策略,实现自身赢得的最大化。

本章设所有局中人均为完全理性, 即始终以自身收益的最大化为唯一决策目标, 不存在
利用局中人决策的失误来扩大自身利益的行为。

例 5.5 设有矩阵博弈 𝐺 = {𝑆1, 𝑆2;A},其中

A =

©­­­­­«
−6 1 −8
3 2 4
9 −1 −10
−3 0 6

ª®®®®®¬
解 由赢得矩阵 A可知, 局中人 I各纯策略对应的最小赢得依次为 −8, 2,−10,−3, 其中
最大值为 2,因此局中人 I应选取策略 𝛼2。同理,局中人 II各纯策略对应的最大损失依次
为 9, 2, 6,其中最小值为 2,因此局中人 II应选取策略 𝛽2。由此得到纯局势 (𝛼2, 𝛽2),对应
的赢得值为 2。

定义 5.1
设有矩阵博弈 𝐺 = {𝑆1, 𝑆2;A}, 其中 𝑆1 = {𝛼1, 𝛼2, · · · , 𝛼𝑚}, 𝑆2 = {𝛽1, 𝛽2, · · · , 𝛽𝑛},
A = (𝑎𝑖 𝑗)𝑚×𝑛。若

max
𝑖

min
𝑗

𝑎𝑖 𝑗 = min
𝑗

max
𝑖

𝑎𝑖 𝑗

成立,记其值为 𝑉𝐺,则称 𝑉𝐺 为博弈值,称使上式成立的纯局势 (𝛼∗
𝑖 , 𝛽

∗
𝑗)为博弈 𝐺 在

纯策略意义下的解,称 𝛼∗
𝑖 和 𝛽∗𝑗 分别为局中人 I和局中人 II的最优纯策略。
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定理 5.2
矩阵博弈 𝐺 = {𝑆1, 𝑆2;A} 在纯策略意义下有解的充分必要条件是, 存在纯局势
(𝛼∗

𝑖 , 𝛽
∗
𝑗),使得对任意 𝑖, 𝑗 ,有

𝑎𝑖 𝑗∗ ≤ 𝑎𝑖∗ 𝑗∗ ≤ 𝑎𝑖∗ 𝑗

证明 设存在 𝑖∗, 𝑗 ∗满足

min
𝑗

𝑎𝑖∗ 𝑗 = max
𝑖

min
𝑗

𝑎𝑖 𝑗 , max
𝑖

𝑎𝑖 𝑗∗ = min
𝑗

max
𝑖

𝑎𝑖 𝑗

由 max
𝑖

min
𝑗

𝑎𝑖 𝑗 = min
𝑗

max
𝑖

𝑎𝑖 𝑗 ,可得

max
𝑖

𝑎𝑖 𝑗∗ = min
𝑗

𝑎𝑖∗ 𝑗 ≤ 𝑎𝑖∗ 𝑗∗ ≤ max
𝑖

𝑎𝑖 𝑗∗ = min
𝑗

𝑎𝑖∗ 𝑗

因此对任意 𝑖, 𝑗 ,有
𝑎𝑖 𝑗∗ ≤ 𝑎𝑖∗ 𝑗∗ ≤ 𝑎𝑖∗ 𝑗

另外,若 𝑎𝑖 𝑗∗ ≤ 𝑎𝑖∗ 𝑗∗ ≤ 𝑎𝑖∗ 𝑗 对任意 𝑖, 𝑗 成立,则

max
𝑖

𝑎𝑖 𝑗∗ ≤ 𝑎𝑖∗ 𝑗∗ ≤ min
𝑗

𝑎𝑖∗ 𝑗

又由不等式基本性质知

min
𝑗

max
𝑖

𝑎𝑖 𝑗 ≤ max
𝑖

𝑎𝑖 𝑗∗ , min
𝑗

𝑎𝑖∗ 𝑗 ≤ max
𝑖

min
𝑗

𝑎𝑖 𝑗

因此
min

𝑗
max

𝑖
𝑎𝑖 𝑗 ≤ 𝑎𝑖∗ 𝑗∗ ≤ max

𝑖
min

𝑗
𝑎𝑖 𝑗

对任意 𝑖, 𝑗 ,有
max

𝑖
min

𝑗
𝑎𝑖 𝑗 ≤ min

𝑗
max

𝑖
𝑎𝑖 𝑗

于是
max

𝑖
min

𝑗
𝑎𝑖 𝑗 = min

𝑗
max

𝑖
𝑎𝑖 𝑗 = 𝑎𝑖∗ 𝑗∗

即博弈在纯策略意义下有解。

称满足定理5.2的元素 𝑎𝑖∗ 𝑗∗ 为赢得矩阵 A 的鞍点, 表示博弈双方在局势 (𝛼∗
𝑖 , 𝛽

∗
𝑗) 下

达到平衡状态。也就是说,当局中人 I选定最优纯策略 𝛼∗
𝑖 后,局中人 II为最小化自身损

失,仅能选择纯策略 𝛽∗𝑗 ,否则损失将扩大。同理,当局中人 II选定纯策略 𝛽∗𝑗 后,局中人 I
为最大化自身赢得,仅能选择纯策略 𝛼∗

𝑖 ,否则收益将减少。
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例 5.6 在纯策略意义下求解矩阵博弈 𝐺 = {𝑆1, 𝑆2;A},其中

A =

©­­­­­«
9 8 11 8
2 4 6 3
5 6 7 4
10 7 9 6

ª®®®®®¬
解 通过赢得矩阵A计算可得

max
𝑖

min
𝑗

𝑎𝑖 𝑗 = min
𝑗

max
𝑖

𝑎𝑖 𝑗 = 8

即满足鞍点条件的元素为 𝑎𝑖∗ 𝑗∗ = 8,其中 𝑖∗ = 1, 𝑗 ∗ = 2, 4。因此

(𝛼1, 𝛽2), (𝛼1, 𝛽4)

均为博弈 𝐺 的解,且博弈值为 𝑉𝐺 = 8。

性质 5.3
纯策略意义下的解未必唯一,但博弈值必定唯一。

性质 5.4
若 (𝛼𝑖1 , 𝛽 𝑗1)与 (𝛼𝑖2 , 𝛽 𝑗2)为博弈 𝐺 在纯策略意义下的解,则 𝑎𝑖1 𝑗1 = 𝑎𝑖2 𝑗2。

性质 5.5
若 (𝛼𝑖1 , 𝛽 𝑗1) 与 (𝛼𝑖2 , 𝛽 𝑗2) 为博弈 𝐺 在纯策略意义下的解,则 (𝛼𝑖1 , 𝛽 𝑗2) 与 (𝛼𝑖2 , 𝛽 𝑗1) 也
为博弈 𝐺 在纯策略意义下的解。

5.2.2 混合策略

考虑矩阵博弈 𝐺 = {𝑆1, 𝑆2;A},局中人 I能保证的最小赢得为

𝑣1 = max
𝑖

min
𝑗

𝑎𝑖 𝑗

局中人 II能保证的最大损失为
𝑣2 = min

𝑗
max

𝑖
𝑎𝑖 𝑗

同时,局中人 I的赢得不超过局中人 II的损失,即恒有

𝑣1 ≤ 𝑣2
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当 𝑣1 = 𝑣2 时,矩阵博弈存在纯策略意义下的解,且 𝑉𝐺 = 𝑣1 = 𝑣2。在实际问题中,更为普
遍的情形是 𝑣1 < 𝑣2,此时矩阵博弈不存在纯策略意义下的解。例如,赢得矩阵为

A =

(
3 6
5 4

)
经计算可得

𝑣1 = max
𝑖

min
𝑗

𝑎𝑖 𝑗 = 4, 𝑖∗ = 2

𝑣2 = min
𝑗

max
𝑖

𝑎𝑖 𝑗 = 5, 𝑗 ∗ = 1

𝑣2 = 5 > 4 = 𝑣1

因此,该博弈在纯策略意义下无解。在此情形下,博弈双方能够以一定概率分布选取不同
纯策略的方式参与博弈。例如,局中人 I以概率 𝑥和 (1 − 𝑥)分别选取纯策略 𝛼1和 𝛼2,该
策略称为混合策略。同理,局中人 II也可定义相应的混合策略。下面给出矩阵博弈混合
策略及混合策略意义下解的定义。

定义 5.6
设有矩阵博弈 𝐺 = {𝑆1, 𝑆2;A}, 其中 𝑆1 = {𝛼1, 𝛼2, · · · , 𝛼𝑚}, 𝑆2 = {𝛽1, 𝛽2, · · · , 𝛽𝑛},
A = (𝑎𝑖 𝑗)𝑚×𝑛。记

𝑆∗1 = {x ∈ R𝑚 |
𝑚∑
𝑖=1

𝑥𝑖 = 1, 𝑥𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑚}

𝑆∗2 = {y ∈ R𝑛 |
𝑛∑
𝑗=1

𝑦 𝑗 = 1, 𝑦 𝑗 ≥ 0, 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑛}

称 𝑆∗1 和 𝑆∗2 分别为局中人 I和局中人 II的混合策略集,称 x ∈ 𝑆∗1, y ∈ 𝑆∗2 为混合策
略,称 (x, y)为混合局势。

在混合策略意义下,局中人 I的赢得函数为

𝐸 (x, y) = xT𝐴y =
𝑚∑
𝑖

𝑛∑
𝑗

𝑎𝑖 𝑗𝑥𝑖𝑦 𝑗

称 𝐺∗ = {𝑆∗1, 𝑆∗2; 𝐸}为矩阵博弈 𝐺 的混合扩充。显然,纯策略是混合策略的特殊情形。混
合策略 x = (𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑚)T 可理解为,若重复进行多局博弈,则 𝑥𝑖 表示局中人 I选取纯
策略 𝛼𝑖 的频率。若仅进行单局博弈,则反映局中人 I对各纯策略的偏好程度。
设博弈双方仍遵循完全理性原则, 局中人 I选择混合策略 x时, 其最不利情形下的
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赢得为 min
y∈𝑆∗

2

𝐸 (x, y)。因此,局中人 I的目标为选取 x ∈ 𝑆∗1,使得

𝑣1 = max
x∈𝑆∗

1

min
y∈𝑆∗

2

𝐸 (x, y)

同理,局中人 II可保证的最大损失为

𝑣2 = min
y∈𝑆∗

2

max
x∈𝑆∗

1

𝐸 (x, y)

且仍满足 𝑣1 ≤ 𝑣2,即局中人 I的赢得不超过局中人 II的损失。

定义 5.7
设矩阵博弈 𝐺∗ = {𝑆∗1, 𝑆∗2; 𝐸}为矩阵博弈 𝐺 = {𝑆1, 𝑆2;A}的混合扩充,若

max
x∈𝑆∗

1

min
y∈𝑆∗

2

𝐸 (x, y) = min
y∈𝑆∗

2

max
x∈𝑆∗

1

𝐸 (x, y)

成立,记其值为𝑉𝐺,称使上式成立的混合局势 (x∗, y∗)为 𝐺在混合策略意义下的解,
称 x∗, y∗分别为局中人 I和局中人 II的最优混合策略。

定理 5.8
矩阵博弈 𝐺 在混合策略意义下有解的充分必要条件是,存在 x∗ ∈ 𝑆∗1, y

∗ ∈ 𝑆∗2 使得
对任意 x ∈ 𝑆∗1, y ∈ 𝑆∗2,有

𝐸 (x, y∗) ≤ 𝐸 (x∗, y∗) ≤ 𝐸 (x∗, y)

例 5.7 在混合策略意义下求解矩阵博弈 𝐺 = {𝑆1, 𝑆2;A},其中

A =

(
3 6
5 4

)

解 设 x = (𝑥1, 𝑥2), y = (𝑦1, 𝑦2) 分别为局中人 I和局中人 II的混合策略,则混合策略集
可表示为

𝑆∗1 = {(𝑥1, 𝑥2) | 𝑥1, 𝑥2 ≥ 0, 𝑥1 + 𝑥2 = 1}

𝑆∗2 = {(𝑦1, 𝑦2) | 𝑦1, 𝑦2 ≥ 0, 𝑦1 + 𝑦2 = 1}
局中人 I的赢得为

𝐸 (x, y) = 3𝑥1𝑦1 + 6𝑥1𝑦2 + 5𝑥2𝑦1 + 4𝑥2𝑦2

= 3𝑥1𝑦1 + 6𝑥1(1 − 𝑦1) + 5(1 − 𝑥1)𝑦1 + 4(1 − 𝑥1)(1 − 𝑦1)

= −4
(
𝑥1 −

1
4

) (
𝑦1 −

1
2

)
+ 9

2
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取 x∗ =

(
1
4
,
3
4

)
, y∗ =

(
1
2
,
1
2

)
,则

𝐸 (x∗, y∗) = 9
2
, 𝐸 (x∗, y) = 𝐸 (x, y∗) = 9

2

满足不等式 𝐸 (x, y∗) ≤ 𝐸 (x∗, y∗) ≤ 𝐸 (x∗, y)。因此, x∗ =

(
1
4
,
3
4

)
为局中人 I的最优混合

策略, y∗ =

(
1
2
,
1
2

)
为局中人 II的最优混合策略,博弈值为 𝑉𝐺 =

9
2
。

5.2.3 基本理论

为便于后续表述,记

𝐸 (𝑖, y) =
𝑛∑
𝑗

𝑎𝑖 𝑗𝑦 𝑗 , 𝐸 (x, 𝑗) =
𝑚∑
𝑖

𝑎𝑖 𝑗𝑥𝑖

则 𝐸 (𝑖, y) 为局中人 I取纯策略 𝛼𝑖 时的赢得值, 𝐸 (x, 𝑗) 为局中人 II取纯策略 𝛽 𝑗 时的赢
得值。矩阵博弈的混合策略赢得可表示为

𝐸 (x, y) =
𝑚∑
𝑖

𝑛∑
𝑗

𝑎𝑖 𝑗𝑥𝑖𝑦 𝑗 =
𝑚∑
𝑖

(
𝑛∑
𝑗

𝑎𝑖 𝑗𝑦 𝑗

)
𝑥𝑖 =

𝑚∑
𝑖

𝐸 (𝑖, y)𝑥𝑖 (5.1)

同时,该赢得也满足

𝐸 (x, y) =
𝑚∑
𝑖

𝑛∑
𝑗

𝑎𝑖 𝑗𝑥𝑖𝑦 𝑗 =
𝑛∑
𝑗

(
𝑚∑
𝑖

𝑎𝑖 𝑗𝑥𝑖

)
𝑦 𝑗 =

𝑛∑
𝑗

𝐸 (x, 𝑗)𝑦 𝑗 (5.2)

定理 5.9
设 x∗ ∈ 𝑆∗1, y∗ ∈ 𝑆∗2, 则 (x∗, y∗) 为矩阵博弈 𝐺 的解的充分必要条件是, 对任意
𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑚, 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑛,有

𝐸 (𝑖, y∗) ≤ 𝐸 (x∗, y∗) ≤ 𝐸 (x∗, 𝑗)

证明 设 (x∗, y∗)为矩阵博弈 𝐺 的解,则根据解的基本定义,可得

𝐸 (x, y∗) ≤ 𝐸 (x∗, y∗) ≤ 𝐸 (x∗, y)

由于纯策略是混合策略的特殊情形,将纯策略代入上式,即得必要性。另外,若定理中不
等式成立,结合式(5.1)和(5.2),可得

𝐸 (x, y∗) =
𝑚∑
𝑖

𝐸 (𝑖, y∗)𝑥𝑖 ≤ 𝐸 (x∗, y∗)
𝑚∑
𝑖

𝑥𝑖 = 𝐸 (x∗, y∗)

𝐸 (x∗, y) =
𝑛∑
𝑗

𝐸 (x∗, 𝑗)𝑦 𝑗 ≥ 𝐸 (x∗, y∗)
𝑛∑
𝑗

𝑦 𝑗 = 𝐸 (x∗, y∗)
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因此 𝐸 (x, y∗) ≤ 𝐸 (x∗, y∗) ≤ 𝐸 (x∗, y)成立,即 (x∗, y∗)为矩阵博弈 𝐺 的解。

定理 5.10
设 x∗ ∈ 𝑆∗1, y

∗ ∈ 𝑆∗2,则 (x∗, y∗)为矩阵博弈 𝐺 的解的充分必要条件是,存在 𝑣,使得
x∗, y∗分别为不等式组 

𝑚∑
𝑖

𝑎𝑖 𝑗𝑥𝑖 ≥ 𝑣, 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑛
𝑚∑
𝑖

𝑥𝑖 = 1

𝑥𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑚

(5.3)

与 

𝑛∑
𝑗

𝑎𝑖 𝑗𝑦 𝑗 ≤ 𝑣, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑚
𝑛∑
𝑗

𝑦 𝑗 = 1

𝑦 𝑗 ≥ 0, 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑛

(5.4)

的解,且 𝑣 = 𝑉𝐺。

性质 5.11
对任意矩阵博弈 𝐺 = {𝑆1, 𝑆2;A},一定存在混合策略意义下的解。

证明 只须证明存在 x∗ ∈ 𝑆∗1, y
∗ ∈ 𝑆∗2使得定理中的不等式组成立。构造线性规划问题

max 𝑤

s.t.



𝑚∑
𝑖

𝑎𝑖 𝑗𝑥𝑖 ≥ 𝑤, 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑛
𝑚∑
𝑖

𝑥𝑖 = 1

𝑥𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑚

(5.5)

与 min 𝑣

s.t.



𝑛∑
𝑗

𝑎𝑖 𝑗𝑦 𝑗 ≤ 𝑣, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑚
𝑛∑
𝑗

𝑦 𝑗 = 1

𝑦 𝑗 ≥ 0, 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑛

(5.6)



运筹学导论 83

容易验证,问题(5.5)与(5.6)互为对偶问题。取

x = (1, 0, · · · , 0)T ∈ R𝑚, 𝑤 = min
𝑗

𝑎1 𝑗

y = (1, 0, · · · , 0)T ∈ R𝑛, 𝑣 = max
𝑖

𝑎𝑖1

则 (x, 𝑤), (y, 𝑣) 分别为问题(5.5)与(5.6)的可行解,即两个问题均存在可行解。根据对偶
理论,问题(5.5)与(5.6)分别存在最优解 (x∗, 𝑤∗) 与 (y∗, 𝑣∗),且最优值满足 𝑤∗ = 𝑣∗。因此,
存在 x∗ ∈ 𝑆∗1, y

∗ ∈ 𝑆∗2及 𝑣∗,使得对任意 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑚, 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑛,有
𝑛∑
𝑗

𝑎𝑖 𝑗𝑦
∗
𝑗 ≤ 𝑣∗ ≤

𝑚∑
𝑖

𝑎𝑖 𝑗𝑥
∗
𝑖

上式等价于
𝐸 (𝑖, y∗) ≤ 𝑣∗ ≤ 𝐸 (x∗, 𝑗)

进一步结合式(5.1)和(5.2),可得

𝐸 (x∗, y∗) =
𝑚∑
𝑖

𝐸 (𝑖, y∗)𝑥∗𝑖 ≤ 𝑣∗
𝑚∑
𝑖

𝑥∗𝑖 = 𝑣∗

𝐸 (x∗, y∗) =
𝑛∑
𝑗

𝐸 (x∗, 𝑗)𝑦∗𝑗 ≥ 𝑣∗
𝑛∑
𝑗

𝑦∗𝑗 = 𝑣∗

进而 𝑣∗ = 𝐸 (x∗, y∗),即
𝐸 (𝑖, y∗) ≤ 𝐸 (x∗, y∗) ≤ 𝐸 (x∗, 𝑗)

成立,故该矩阵博弈在混合策略意义下有解。

定理 5.12
设 (x∗, y∗)为矩阵博弈 𝐺 的解,且 𝑣 = 𝑉𝐺。

(1) 若 𝑥∗𝑖 > 0,则
𝑛∑
𝑗

𝑎𝑖 𝑗𝑦
∗
𝑗 = 𝑣。反之,若

𝑛∑
𝑗

𝑎𝑖 𝑗𝑦
∗
𝑗 < 𝑣,则 𝑥∗𝑖 = 0。

(2) 若 𝑦∗𝑗 > 0,则
𝑚∑
𝑖

𝑎𝑖 𝑗𝑥
∗
𝑖 = 𝑣。反之,若

𝑚∑
𝑖

𝑎𝑖 𝑗𝑥
∗
𝑖 > 𝑣,则 𝑦∗𝑗 = 0。

证明 由定义 𝑣 = max
x∈𝑆∗

1

𝐸 (x, y∗),可得

𝑣 −
𝑛∑
𝑗

𝑎𝑖 𝑗𝑦
∗
𝑗 = max

x∈𝑆∗
1

𝐸 (x, y∗) − 𝐸 (x, y∗) ≥ 0
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又因为
𝑚∑
𝑖

𝑥∗𝑖 (𝑣 −
𝑛∑
𝑗

𝑎𝑖 𝑗𝑦
∗
𝑗) = 𝑣 −

𝑚∑
𝑖

𝑛∑
𝑗

𝑎𝑖 𝑗𝑥
∗
𝑖 𝑦

∗
𝑗 = 0

因此,当 𝑥∗𝑖 > 0时,必有
𝑛∑
𝑗

𝑎𝑖 𝑗𝑦
∗
𝑗 = 𝑣。当

𝑛∑
𝑗

𝑎𝑖 𝑗𝑦
∗
𝑗 < 𝑣时,必有 𝑥∗𝑖 = 0,结论 (1)得证。采

用类似的推导方法,可证结论 (2)成立。

5.3 矩阵博弈求解

5.3.1 图解法

图解法适用于赢得矩阵 A为 2 × 𝑛或 𝑚 × 2的矩阵博弈问题,该方法求解效率较高,
且几何意义直观清晰。具体求解步骤如下:

(1) 将局中人的混合策略表示为 (𝑥, 1 − 𝑥)T或 (𝑦, 1 − 𝑦)T,其中参数取值范围为 [0, 1]。
(2) 在一维坐标轴上选取 0与 1两点,分别作垂直于坐标轴的直线,用以刻画对应纯
策略下的赢得取值。

(3) 结合赢得矩阵,绘制相应的线性函数图形,使每条直线表示对方采取某一纯策略
时的赢得函数。

(4) 比较线性函数在区间内的上、下界,依据极小极大原则确定参数取值,从而得到
最优混合策略与博弈值。

例 5.8 用图解法求解矩阵博弈 𝐺 = {𝑆1, 𝑆2;A},其中

A =

(
2 3 11
7 5 2

)

解 设局中人 I的混合策略为 (𝑥, 1 − 𝑥)T,其中 𝑥 ∈ [0, 1]。在坐标轴上 𝑥 = 0和 𝑥 = 1处
分别作垂线 I-I和 II-II,如图5.1所示。垂线上的数值分别对应局中人 I采取纯策略 𝛼1, 𝛼2

时,局中人 II采取各纯策略时的赢得值。
当局中人 I选择某一混合策略 (𝑥, 1 − 𝑥)T 后,其最小赢得由 𝛽1, 𝛽2, 𝛽3 所确定的三条

直线在 𝑥 处的纵坐标中最小者决定。依据极小极大准则,局中人 I的最优决策为选取合
适的 𝑥,使得该最小值达到最大,几何上对应选取 𝑥 = 𝐴,此时点 𝐵 的纵坐标即为博弈值
𝑉𝐺。联立过 𝐵的直线方程有 

3𝑥 + 5(1 − 𝑥) = 𝑉𝐺

11𝑥 + 2(1 − 𝑥) = 𝑉𝐺
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图 5.1 矩阵博弈图解法

解得 𝑥 =
3
11

, 𝑉𝐺 =
49
11
。因此,局中人 I的最优混合策略为

x∗ = (𝑥∗1, 𝑥∗2)T =

(
3
11

,
8
11

)T
设局中人 II的最优混合策略为 y∗ = (𝑦∗1, 𝑦∗2, 𝑦∗3)T,计算可得

𝐸 (x∗, 1) = 2 × 3
11

+ 7 × 8
11

=
62
11

>
49
11

= 𝑉𝐺

根据定理5.12,有 𝑦∗1 = 0。又 𝑥∗1 =
3
11

> 0, 𝑥∗2 =
8
11

> 0,建立方程组
3𝑦2 + 11𝑦3 =

49
11

5𝑦2 + 2𝑦3 =
49
11

𝑦2 + 𝑦3 = 1

解得 𝑦∗2 =
9
11

, 𝑦∗3 =
2
11
。综上,局中人 II的最优混合策略为

y∗ =

(
0,

9
11

,
2
11

)T
5.3.2 方程组法

矩阵博弈的求解等价于求解相应的不等式组(5.3)和不等式组(5.4)。若最优策略中的
𝑥∗𝑖 和 𝑦∗𝑗 均不为零,则不等式组可退化为

𝑚∑
𝑖

𝑎𝑖 𝑗𝑥𝑖 = 𝑣, 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑛
𝑚∑
𝑖

𝑥𝑖 = 1
(5.7)
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与 

𝑛∑
𝑗

𝑎𝑖 𝑗𝑦 𝑗 = 𝑣, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑚
𝑛∑
𝑗

𝑦 𝑗 = 1
(5.8)

若方程组(5.7)和(5.8)存在非负解 𝑥∗𝑖 , 𝑦
∗
𝑗 ,则可得到该矩阵博弈的一组解。若上述方程组不

存在非负解,则可根据实际情况,将方程组(5.7)和(5.8)中的部分等式替换为不等式,继续
试求解,直至得到博弈的解。该方法预先假定 𝑥∗𝑖 , 𝑦

∗
𝑗 均不为零,因此当最优策略的某些分

量为零时, 方程组(5.7)和(5.8)可能无解, 这使得该方法在实际应用中存在一定的局限性。
但对于 2 × 2阶矩阵博弈,当局中人 I的赢得矩阵

A =

(
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22

)
不存在鞍点时,可知各局中人的最优混合策略中的 𝑥∗𝑖 , 𝑦

∗
𝑗 均大于零。于是,方程组

𝑎11𝑥1 + 𝑎21𝑥2 = 𝑣

𝑎12𝑥1 + 𝑎22𝑥2 = 𝑣

𝑥1 + 𝑥2 = 1

与 
𝑎11𝑦1 + 𝑎12𝑦2 = 𝑣

𝑎21𝑦1 + 𝑎22𝑦2 = 𝑣

𝑦1 + 𝑦2 = 1

一定有严格的非负解,解即为双方局中人的最优混合策略,其解析表达式为

𝑥∗1 =
𝑎22 − 𝑎21

(𝑎11 + 𝑎22) − (𝑎12 + 𝑎21)

𝑥∗2 =
𝑎11 − 𝑎12

(𝑎11 + 𝑎22) − (𝑎12 + 𝑎21)

𝑦∗1 =
𝑎22 − 𝑎12

(𝑎11 + 𝑎22) − (𝑎12 + 𝑎21)

𝑦∗2 =
𝑎11 − 𝑎21

(𝑎11 + 𝑎22) − (𝑎12 + 𝑎21)
代入得博弈值为

𝑣∗ =
𝑎11𝑎22 − 𝑎12𝑎21

(𝑎11 + 𝑎22) − (𝑎12 + 𝑎21)
= 𝑉𝐺
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定义 5.13
设有矩阵博弈 𝐺 = {𝑆1, 𝑆2;A},其中 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑚, 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑛。若 𝑎𝑘 𝑗 ≥ 𝑎𝑙 𝑗 ,则
称局中人 I的策略 𝑘 优超于策略 𝑙。反之,若 𝑎𝑖𝑘 ≤ 𝑎𝑖𝑙,则称局中人 II的策略 𝑘 优超
于策略 𝑙。

局中人 I的策略 𝑘 优超于策略 𝑙 说明对局中人 I而言,当其采用策略 𝑘 时,无论局中
人 II采用任何策略,其获得都比采用策略 𝑙来的好。于是,策略 𝑙出现的概率为 0,可以在
赢得矩阵中删除该策略对应的行。

例 5.9 用方程组法求解矩阵博弈 𝐺 = {𝑆1, 𝑆2;A},其中

A =

©­­­­­­­­«

3 4 0 3 0
5 0 2 5 9
7 3 9 5 9
4 6 8 7 6
6 0 8 8 3

ª®®®®®®®®¬
解 首先利用矩阵博弈的优超原则对赢得矩阵A进行化简,依次得到

A1 =
©­­­«
7 3 9 5 9
4 6 8 7 6
6 0 8 8 3

ª®®®¬ , A2 =
©­­­«
7 3
4 6
6 0

ª®®®¬ , A3 =

(
7 3
4 6

)

易知A3没有鞍点,构建并求解方程组
7𝑥3 + 4𝑥4 = 𝑣

3𝑥3 + 6𝑥4 = 𝑣

𝑥3 + 𝑥4 = 1

与 
7𝑦1 + 3𝑦2 = 𝑣

4𝑦1 + 6𝑦2 = 𝑣

𝑦1 + 𝑦2 = 1

解得

𝑥∗3 =
1
3
, 𝑥∗4 =

2
3
, 𝑦∗1 =

1
2
, 𝑦∗2 =

1
2
, 𝑣 = 5
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对应赢得矩阵A的解为

x∗ =

(
0, 0,

1
3
,
2
3
, 0

)T
, y∗ =

(
1
2
,
1
2
, 0, 0, 0

)T
, 𝑉𝐺 = 5

5.3.3 线性规划法

任意矩阵博弈的求解均可等价地转化为一对互为对偶的线性规划问题(5.5)与 (5.6)。
在问题(5.5)中,不妨设 𝑤 > 0,做变量替换 𝑥′𝑖 =

𝑥𝑖
𝑤
, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑚,则问题(5.5)等价于

min
𝑚∑
𝑖

𝑥′𝑖

s.t.


𝑚∑
𝑖

𝑎𝑖 𝑗𝑥
′
𝑖 ≥ 1, 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑛

𝑥′𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑚

同理,令 𝑦′𝑗 =
𝑦 𝑗

𝑣
, 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑛,可知问题 (5.6)等价于

max
𝑛∑
𝑗

𝑦′𝑗

s.t.


𝑛∑
𝑗

𝑎𝑖 𝑗𝑦
′
𝑗 ≤ 1, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑚

𝑦′𝑗 ≥ 0, 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑛

上述两个问题互为对偶线性规划,可采用单纯形法求解。再通过变量逆变换,即可得到矩
阵博弈的最优混合策略与博弈值。

例 5.10 用线性规划法求解矩阵博弈 𝐺 = {𝑆1, 𝑆2;A},其中

A =
©­­­«
7 2 9
2 9 0
9 0 11

ª®®®¬
解 该博弈等价于互为对偶的线性规划问题

min 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3

s.t.



7𝑥1 + 2𝑥2 + 9𝑥3 ≥ 1

2𝑥1 + 9𝑥2 ≥ 1

9𝑥1 + 11𝑥3 ≥ 1

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ≥ 0
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与
max 𝑦1 + 𝑦2 + 𝑦3

s.t.



7𝑦1 + 2𝑦2 + 9𝑦3 ≤ 1

2𝑦1 + 9𝑦2 ≤ 1

9𝑦1 + 11𝑦3 ≤ 1

𝑦1, 𝑦2, 𝑦3 ≥ 0

求解可得

x =

(
1
20

,
1
10

,
1
20

)T
, 𝑤 =

1
5

y =

(
1
20

,
1
10

,
1
20

)T
, 𝑣 =

1
5

因此,矩阵博弈的最优策略与博弈值为

𝑉𝐺 =
1
𝑤

=
1
𝑣
= 5

x∗ = 𝑉𝐺x = 5
(

1
20

,
1
10

,
1
20

)T
=

(
1
4
,
1
2
,
1
4

)T
y∗ = 𝑉𝐺y = 5

(
1
20

,
1
10

,
1
20

)T
=

(
1
4
,
1
2
,
1
4

)T

5.4 习题

5.1 在纯策略意义下求解矩阵博弈 𝐺 = {𝑆1, 𝑆2;A},其中

A =
©­­­«
−2 12 −4
1 4 8
−5 2 3

ª®®®¬
5.2 在混合策略意义下求解矩阵博弈 𝐺 = {𝑆1, 𝑆2;A},其中

A =

©­­­­­«
2 2 1
2 3 4
3 5 4
2 3 1

ª®®®®®¬
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5.3 用图解法求解矩阵博弈 𝐺 = {𝑆1, 𝑆2;A},其中

A =

©­­­­­«
2 4
2 3
3 2
−2 6

ª®®®®®¬
5.4 用方程组法求解矩阵博弈 𝐺 = {𝑆1, 𝑆2;A},其中

A =
©­­­«
4 5 6
6 4 5
5 6 4

ª®®®¬
5.5 用线性规划方法求解矩阵博弈 𝐺 = {𝑆1, 𝑆2;A},其中

A =
©­­­«
8 2 4
2 6 6
6 4 4

ª®®®¬
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工程实例

10.1 下料问题

10.1.1 问题描述

下料问题是生产制造领域中一类典型的资源优化问题,旨在给定原材料规格与成品
尺寸需求的前提下,通过设计合理的切割方案,实现原材料利用率的最大化。根据切割维
度可分为一维下料与二维下料, 其中一维下料仅考虑长度的切割, 二维下料须同时考虑
长度与宽度的布局。

例 10.1 某单位需要加工 100套工架,每套工架包含长度分别为 2.9 m, 2.1 m, 1.5 m三种
规格的圆钢各 1根。现有原材料为长度 7.4 m的同规格圆钢,试确定最优下料方案,使
原材料总消耗量与废料最少。

10.1.2 模型建立

若采用单一下料方式,即每根原材料仅截取 2.9 m, 2.1 m, 1.5 m的圆钢各 1根,则单
根废料为 0.9 m。完成 100套需消耗 100根原材料,总废料达 90 m。若采用套裁方案,可
减少原材料消耗与废料。表10.1列出了五种套裁方案及其消耗量与废料。

设各方案下料的原材料根数分别为 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 以总废料最小为优化目标, 同时
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表 10.1 套裁方案

项目
下料组合

方案 A 方案 B 方案 C 方案 D 方案 E

规格 I (2.9 m)/根 1 2 0 1 0

规格 II (2.1 m)/根 0 0 2 2 1

规格 III (1.5 m)/根 3 1 2 0 3

消耗量/m 7.4 7.3 7.2 7.1 6.6

废料/m 0.0 0.1 0.2 0.3 0.8

满足三种规格圆钢各 100根的需求约束,建立线性规划模型

min 𝑧 = 0𝑥1 + 0.1𝑥2 + 0.2𝑥3 + 0.3𝑥4 + 0.8𝑥5

s.t.



𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥4 = 100

2𝑥3 + 2𝑥4 + 𝑥5 = 100

3𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 + 3𝑥5 = 100

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5 ≥ 0

第一阶段的单纯形迭代过程如表10.2所示, 求得原线性规划问题的一个基可行解为
𝑥1 = 30, 𝑥2 = 10, 𝑥4 = 50, 𝑥3 = 𝑥5 = 0。

10.1.3 算法设计

该模型不存在明显的初始可行基,因此采用两阶段法求解。引入人工变量 𝑥6, 𝑥7, 𝑥8,
构造辅助线性规划问题

max 𝑤 = −𝑥6 − 𝑥7 − 𝑥8

s.t.



𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥4 + 𝑥6 = 100

2𝑥3 + 2𝑥4 + 𝑥5 + 𝑥7 = 100

3𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 + 3𝑥5 + 𝑥8 = 100

𝑥𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, 2, · · · , 8

剔除人工变量的所在列, 进入第二阶段对原问题继续迭代求解, 过程如表10.3所示。
最终得到原问题的最优解为 x∗ = (0, 40, 30, 20, 0)T,对应的最优值为 𝑧∗ = 16。
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表 10.2 第一阶段单纯形法的迭代过程

𝑐 𝑗 → 0 0 0 0 0 −1 −1 −1

cB xB b 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 𝑥7 𝑥8

−1 𝑥6 100 1 2 0 1 0 1 0 0

−1 𝑥7 100 0 0 2 2 1 0 1 0

−1 𝑥8 100 [3] 1 2 0 3 0 0 1

𝑐 𝑗 − 𝑧 𝑗 4 3 4 3 4 0 0 0

−1 𝑥6 200/3 0 5/3 −2/3 1 −1 1 0 −1/3
−1 𝑥7 100 0 0 2 [2] 1 0 1 0

0 𝑥1 100/3 1 1/3 2/3 0 1 0 0 1/3

𝑐 𝑗 − 𝑧 𝑗 0 5/3 4/3 3 0 0 0 −4/3
−1 𝑥6 50/3 0 [5/3] −5/3 0 −3/2 1 −1/2 −1/3
0 𝑥4 50 0 0 1 1 1/2 0 1/2 0

0 𝑥1 100/3 1 1/3 2/3 0 1 0 0 1/3

𝑐 𝑗 − 𝑧 𝑗 0 5/3 −5/3 0 −3/2 0 −3/2 −4/3
0 𝑥2 10 0 1 −1 0 −9/10 3/5 −3/10 −1/5
0 𝑥4 50 0 0 1 1 1/2 0 1/2 0

0 𝑥1 30 1 0 1 0 13/10 −1/5 1/10 2/5

𝑐 𝑗 − 𝑧 𝑗 0 0 0 0 0 −1 −1 −1

10.1.4 结果分析

计算结果表明,采用方案 B下料 40根、方案 C下料 30根、方案 D下料 20根可取
得最优下料。此时原材料总消耗量为 90根,总废料长度为 16 m,对应的材料利用率 (保
留小数点后两位数字)为

100 × 2.9 + 100 × 2.1 + 100 × 1.5
90 × 7.4

≈ 97.60 %

与单一下料方案相比, 上述最优套裁方案显著提升了材料的利用率, 可在实际生产
中大幅降低生产成本。读者可尝试用大 𝑀 法进行求解,并验证结果的一致性。

10.2 算力租赁
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表 10.3 第二阶段单纯形法的迭代过程

𝑐 𝑗 → 0 0.1 0.2 0.3 0.8

c𝐵 x𝐵 b 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5

0.1 𝑥2 10 0 1 −1 0 −9/10

0.3 𝑥4 50 0 0 1 1 1/2

0 𝑥1 30 1 0 [1] 0 13/10

𝑐 𝑗 − 𝑧 𝑗 0 0 0 0 37/50

0.1 𝑥2 40 1 1 0 0 2/5

0.3 𝑥4 20 −1 0 0 1 −4/5
0.2 𝑥3 30 1 0 1 0 13/10

𝑐 𝑗 − 𝑧 𝑗 0 0 0 0 37/50

10.2.1 问题描述

在人工智能技术快速发展的背景下, 众多中小型 AI企业依赖云计算平台完成深度
学习模型的训练与推理。以某云计算服务商计划推出多款固定配置的套餐为例,各套餐
包含标准化的硬件资源组合,用户可直接选用,无须自行配置底层硬件。

例 10.2 某数据中心拥有 GPU计算卡 100块、内存 5 000 GB,以及固态硬盘 100 TB。
运营部门设计了 5种套餐,每种套餐对应的硬件资源配置与预估利润如表10.4所示。试
确定应推出哪些套餐及数量,使总利润最大。

表 10.4 套餐资源配置与利润表

套餐
资源配置

单位利润/元
GPU计算卡/块 内存/GB 固态硬盘/TB

A 1 32 1 25

B 2 64 4 60

C 4 128 8 135

D 8 256 10 250

E 16 512 20 480

10.2.2 模型建立

该问题需要同时决定是否推出某套餐及推出后部署的数量,属于典型的混合整数规
划问题。引入 0−1决策变量
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𝑦 𝑗 =


1, 推出 𝑗套餐

0, 不推出 𝑗套餐

其中 𝑗 = A,B,C,D,E。同时设 𝑥 𝑗 表示 𝑗 套餐的数量,应满足 𝑥 𝑗 ≥ 0且取整数。由于各类
套餐存在可用资源上限,故有如下约束

𝑥A + 2𝑥B + 4𝑥C + 8𝑥D + 16𝑥E ≤ 100

32𝑥A + 64𝑥B + 128𝑥C + 256𝑥D + 512𝑥E ≤ 5 000

𝑥A + 4𝑥B + 8𝑥C + 10𝑥D + 20𝑥E ≤ 100

引入上界 𝑀 𝑗 (𝑀 𝑗 为可取最小整数)刻画 𝑥 𝑗 与 𝑦 𝑗 之间的逻辑关系,以套餐 A为例,有

𝑀A = min
(
100
1

,
5 000

32
,
100
1

)
= 100

同理可得

𝑀B = min
(
100
2

,
5 000

64
,
100
4

)
= 25, 𝑀C = min

(
100
4

,
5 000
128

,
100
8

)
= 12

𝑀D = min
(
100
8

,
5 000
256

,
100
10

)
= 10, 𝑀E = min

(
100
16

,
5 000
512

,
100
20

)
= 5

由此建立逻辑约束 𝑥 𝑗 ≤ 𝑀 𝑗𝑦 𝑗。该约束保证当 𝑦 𝑗 = 0时, 𝑥 𝑗 = 0。当 𝑦 𝑗 = 1时, 𝑥 𝑗 不超过
其可能的最大规模。以总利润最大化为目标,建立如下混合整数规划模型

max 𝑧 = 25𝑥A + 60𝑥B + 135𝑥C + 250𝑥D + 480𝑥E

s.t.



𝑥A + 2𝑥B + 4𝑥C + 8𝑥D + 16𝑥E ≤ 100

32𝑥A + 64𝑥B + 128𝑥C + 256𝑥D + 512𝑥E ≤ 5 000

𝑥A + 4𝑥B + 8𝑥C + 10𝑥D + 20𝑥E ≤ 100

𝑥A ≤ 100𝑦A

𝑥B ≤ 25𝑦B

𝑥C ≤ 12𝑦C

𝑥D ≤ 10𝑦D

𝑥E ≤ 5𝑦E

𝑥 𝑗 ≥ 0且为整数, 𝑗 = A,B,C,D,E

𝑦 𝑗取0或1, 𝑗 = A,B,C,D,E
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10.2.3 算法设计

上述模型可利用优化求解器 Gurobi直接求解 (详见第 7章),得到最优解为

𝑥∗A = 0, 𝑥∗B = 25, 𝑥∗C = 12, 𝑥∗D = 0, 𝑥E = 0

𝑦∗A = 0, 𝑦∗B = 1, 𝑦∗C = 1, 𝑦∗D = 0, 𝑦E = 0

对应的最优值为 𝑧∗ = 60 × 25 + 135 × 12 = 3 120 (元)。

10.2.4 结果分析

应推出套餐 B与套餐 C,分别为 25个与 12个,其余套餐不提供。对资源占用情况进
行检验, GPU计算卡为 2 × 25 + 4 × 12 = 98 (块),内存为 64 × 25 + 128 × 12 = 3 136 (GB),
均满足资源约束。然而,固态硬盘为 4 × 25 + 8 × 12 = 196 (TB),超过了可用的 100 TB。
因此该解不满足存储资源约束,并非可行解。
需要指出的是,在构造逻辑关联约束时所引入的上界参数 𝑀 𝑗 ,是基于单一套餐在资

源完全独占条件下所能达到的最大规模。当多种套餐同时部署时,各类资源为共享占用,
必须同时满足全部资源约束。约束 𝑥 𝑗 ≤ 𝑀 𝑗𝑦 𝑗 仅用于刻画变量之间的逻辑关系,保证当
𝑦 𝑗 = 0时, 𝑥 𝑗 = 0,并限制 𝑥 𝑗 的取值范围,但并不能替代原有的资源容量约束。那么,应如
何修正上述混合整数规划模型? 请读者思考。

10.3 电力调度

10.3.1 问题描述

电力经济调度是现代电力系统运行管理中的重要问题,其基本任务是在满足系统负
荷需求及机组运行约束的条件下, 合理分配各发电机组的输出功率, 使总发电成本达到
最小。由于发电机组的燃料成本函数通常可表示为输出功率的二次函数,因此电力经济
调度问题属于典型的非线性规划范畴。

例 10.3 某区域电力系统包含三台并网发电机组,须共同承担系统总负荷 300 MW。各
发电机组发电成本函数及出力上、下限如表10.5所示。试确定各发电机组最优出力
𝑥1, 𝑥2, 𝑥3,使发电总成本最小。
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表 10.5 发电机组技术参数

机组编号 成本函数 出力下限/MW 出力上限/MW

1 0.01𝑥2
1 + 2𝑥1 + 100 50 200

2 0.015𝑥2
2 + 1.5𝑥2 + 120 30 150

3 0.02𝑥2
3 + 𝑥3 + 80 20 100

10.3.2 模型建立

设三台发电机组的出力为决策变量 x = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)T,发电总成本为各发电机组成本
之和,则目标函数为

min 𝑓 (x) = 0.01𝑥2
1 + 0.015𝑥2

2 + 0.02𝑥2
3 + 2𝑥1 + 1.5𝑥2 + 𝑥3 + 300

系统运行须满足功率平衡约束,即 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 300。同时,各发电机组出力须满足技术
上、下限约束

50 ≤ 𝑥1 ≤ 200, 30 ≤ 𝑥2 ≤ 150, 20 ≤ 𝑥3 ≤ 100

综上,该电力经济调度问题可表示为非线性规划模型

min 𝑓 (x) = 0.01𝑥2
1 + 0.015𝑥2

2 + 0.02𝑥2
3 + 2𝑥1 + 1.5𝑥2 + 𝑥3 + 300

s.t.



𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 300

50 ≤ 𝑥1 ≤ 200

30 ≤ 𝑥2 ≤ 150

20 ≤ 𝑥3 ≤ 100

10.3.3 算法设计

采用罚函数法进行求解。将不等式约束表示为

𝑔1 = 𝑥1 − 50, 𝑔2 = 200 − 𝑥1, 𝑔3 = 𝑥2 − 30

𝑔4 = 150 − 𝑥2, 𝑔5 = 𝑥3 − 20, 𝑔6 = 100 − 𝑥3

构造二次罚函数

𝑃(x, 𝑀) = 𝑓 (x) + 𝑀

(
(𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 − 300)2 +

6∑
𝑖=1

(max(0,−𝑔𝑖 (x)))2

)
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计算梯度,可得

∇𝑃(x, 𝑀) = ∇ 𝑓 (x) + 2𝑀

(
(𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 − 300) +

6∑
𝑖=1

max(0,−𝑔𝑖 (x))∇(−𝑔𝑖 (x))
)

其中
∇ 𝑓 (x) = (0.02𝑥1 + 2, 0.03𝑥2 + 1.5, 0.04𝑥3 + 1)T

选取初始点 x(0) = (100, 100, 100)T,给定初始罚因子 𝑀0 = 1、放大系数 𝛽 = 5、迭代
步长 𝛼 = 0.01,以及收敛精度 𝜖 = 10−4。迭代过程如表10.6所示。

表 10.6 罚函数法迭代过程

迭代 罚因子 𝑥1/ MW 𝑥2/ MW 𝑥3/ MW 总成本/元

0 1 100.00 100.00 100.00 1 200.00

1 5 119.03 96.02 84.51 1 189.43

2 25 119.19 96.13 84.60 1 190.96

3 125 119.22 96.15 84.61 1 191.27

4 625 119.23 96.15 84.61 1 191.33

5 3 125 119.23 96.15 84.62 1 191.34

随着罚因子不断增大,迭代点逐步趋近可行域,同时目标函数单调下降并趋于稳定。
算法最终收敛至最优解 x∗ = (119.23, 96.15, 84.62)T,对应的最优值为 𝑓 (x∗) = 1 191.34。

10.3.4 结果分析

为验证最优解的可行性与合理性,现对约束条件逐一进行检验。首先,考虑功率平衡
约束,有 119.23 + 96.15 + 84.62 = 300。可见其满足系统总负荷需求。进一步考查各发电
机组的出力约束,可以得到

50 ≤ 119.23 ≤ 200, 30 ≤ 96.15 ≤ 150, 20 ≤ 84.62 ≤ 100

因此,该解满足所有等式约束与不等式约束,为原问题的最优解。需要说明的是,罚函数
法的收敛速度与罚因子的更新策略密切相关,读者可分别取 𝛽 = 1, 10进行数值分析。此
外,表??给出了几种经典非线性规划算法的主要特点。

10.4 路径规划
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10.4.1 问题描述

随着电子商务和工业制造的发展, 智能工厂系统已成为现代物流体系中的重要环
节。某企业使用移动机器人完成工厂内货物的搬运、分拣与入库,其作业区域包含可通
行区域、固定障碍物,以及关键功能节点。机器人从充电起点出发,须按指定顺序依次访
问多个工作站完成任务,最终返回指定终点。该路径规划问题具有典型的多阶段决策特
征,可采用动态规划方法求解。

例 10.4 设工厂作业区域为 6 × 6 网格, 用坐标 (𝑖, 𝑗) 表示任意网格位置, 其中 𝑖, 𝑗 =

0, 1, 2, 3, 4, 5。机器人起点 (充电区)位于 𝑆(0, 0),终点 (货物出口)位于 𝑇 (5, 5),固定障
碍物位于 (1, 1), (2, 3), (3, 2), (4, 4),如图10.1所示。机器人仅允许沿上、下、左、右四
个方向单步移动,且须依次访问𝑊1(2, 1),𝑊2(4, 3),𝑊3(3, 5)三个工作站。试求机器人完
成全部任务的最短路径。

0 1 2 3 4 5

0

1

2

3

4

5

𝑆

𝑊1

𝑊2

𝑊3 𝑇

起点 𝑆 (充电区)

工作站𝑊

终点 𝑇 (货物出口)

障碍物

图 10.1 智能工厂机器人路径规划问题

10.4.2 模型建立

关键功能节点坐标为

𝑆(0, 0), 𝑊1(2, 1), 𝑊2(4, 3), 𝑊3(3, 5), 𝑇 (5, 5)

由于任务要求必须依次访问各工作站,可将整个路径划分为 4个阶段,即

𝑆 → 𝑊1, 𝑊1 → 𝑊2, 𝑊2 → 𝑊3, 𝑊3 → 𝑇
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10.4.3 算法设计

针对该多阶段最短路径问题,下面分别采用动态规划的顺序解法与逆序解法进行建
模与求解。

(1) 顺序解法: 设 𝑓𝑘 (𝑖, 𝑗) 表示从起点 𝑆 出发,经过前 𝑘 个阶段后到达功能节点 (𝑖, 𝑗)
的最短路径长度。状态转移方程为

𝑓𝑘 (𝑖, 𝑗) = min
(𝑥,𝑦) ∈𝐷𝑘

{𝑑 ((𝑥, 𝑦), (𝑖, 𝑗)) + 𝑓𝑘−1(𝑥, 𝑦)} , 𝑘 = 1, 2, 3, 4

其中 𝐷𝑘 表示第 𝑘 阶段的可达关键节点集合, 𝑑 ((𝑥, 𝑦), (𝑖, 𝑗))表示在给定网格结构
与障碍约束下,从 (𝑥, 𝑦) 到 (𝑖, 𝑗) 的最短路径长度。边界条件为 𝑓0(0, 0) = 0,其余
状态取为无穷大。使用曼哈顿距离计算出图中各关键点之间的最短路径,得到

𝑑 (𝑆,𝑊1) = 3, 𝑑 (𝑊1,𝑊2) = 4, 𝑑 (𝑊2,𝑊3) = 3, 𝑑 (𝑊3, 𝑇) = 2

按阶段顺序递推

𝑓1(𝑊1) = 𝑓0(𝑆) + 𝑑 (𝑆,𝑊1) = 3

𝑓2(𝑊2) = 𝑓1(𝑊1) + 𝑑 (𝑊1,𝑊2) = 3 + 4 = 7

𝑓3(𝑊3) = 𝑓2(𝑊2) + 𝑑 (𝑊2,𝑊3) = 7 + 3 = 10

𝑓4(𝑇) = 𝑓3(𝑊3) + 𝑑 (𝑊3, 𝑇) = 10 + 2 = 12

因此,最优路径长度为 12。
(2) 逆序解法: 设 𝑓𝑘 (𝑖, 𝑗) 表示从位置 (𝑖, 𝑗) 出发,经过后续 𝑘 个阶段到达终点 𝑇 的最
短路径长度。状态转移方程为

𝑓𝑘 (𝑖, 𝑗) = min
(𝑥,𝑦) ∈𝐷𝑘

{𝑑 ((𝑥, 𝑦), (𝑖, 𝑗)) + 𝑓𝑘+1(𝑥, 𝑦)} , 𝑘 = 4, 3, 2, 1

边界条件为 𝑓5(5, 5) = 0，其余状态取为无穷大。根据已计算的关键节点之间的
最短距离,可进行逆序递推

𝑓4(𝑊3) = 𝑑 (𝑊3, 𝑇) = 2

𝑓3(𝑊2) = 𝑑 (𝑊2,𝑊3) + 𝑓4(𝑊3) = 3 + 2 = 5

𝑓2(𝑊1) = 𝑑 (𝑊1,𝑊2) + 𝑓3(𝑊2) = 4 + 5 = 9

𝑓1(𝑆) = 𝑑 (𝑆,𝑊1) + 𝑓2(𝑊1) = 3 + 9 = 12

得到最短路径长度仍为 12。
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10.4.4 结果分析

顺序解法与逆序解法从不同递推方向对多阶段决策过程进行求解,二者最终得到的
最短路径长度完全一致。若任务要求机器人完成所有工作站访问后返回起点 𝑆(0, 0),试
重新计算最优路径。进一步,若不限制各工作站的访问顺序,求解结果会发生何种变化。
请读者自行思考。
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