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前言

黎曼流形稀疏优化,作为一种新兴的大数据分析方法,通过刻画数据内在的非线性流形几

何结构,同时兼具高效的稀疏压缩优势,能够从海量高维数据中提取关键特征. 正因如此,黎曼

流形稀疏优化受到了学术界和工业界的广泛关注,在工程技术、经济分析、金融风控、交通调

度、军事应用等多个领域展现出重要的应用价值.

本书秉持 “算法创新为核心、交叉应用为导向”的编写理念,共分为三部分、12章，系统

阐述了黎曼流形稀疏优化的理论、算法与拓展. 第一部分为基础篇,介绍基于传统优化方法的

算法及应用. 第 1章为绪论,梳理了相关研究背景与发展现状. 第 2章聚焦图像处理无监督特

征选择问题, 构建了稀疏主成分分析方法. 第 3章面向物联网数据异常检测问题, 设计了稀疏

联邦主成分分析方法. 第 4章针对工业过程故障检测问题,探讨了稀疏正交非负矩阵分解方法.

第 5章聚焦高维多视角聚类问题,发展了稀疏张量典型相关分析方法. 第 6章关注无监督特征

选择鲁棒性问题,提出了稀疏低秩对比学习方法. 第二部分为进阶篇，介绍基于深度学习的算

法及应用. 第 7章聚焦高光谱图像去噪问题,设计了深度张量低秩表示方法. 第 8章针对红外

小目标检测问题, 构建了深度自适应低秩稀疏方法. 第 9章研究大规模图像分类问题, 提出了

深度注意力引导支持矩阵机方法. 第 10章针对大语言模型剪枝问题, 发展了梯度引导自适应

稀疏优化方法. 第三部分为拓展篇,介绍本领域的两大研究热点. 第 11章综述了图像反问题的

深度展开方法. 第 12章综述了大语言模型驱动的优化方法.
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主要符号对照表

𝑥 ∈ R 实数

𝒙 ∈ R𝑛 𝑛维实向量

𝑿 ∈ R𝑑×𝑚 𝑑 行 𝑚列实矩阵

X ∈ R𝑛1×𝑛2×𝑛3 三阶实张量

𝒙𝑖 ∈ R𝑚 矩阵 𝑿 的第 𝑖行向量

𝒙 𝑗 ∈ R𝑑 矩阵 𝑿 的第 𝑗 列向量

𝑋𝑖 𝑗 矩阵 𝑿 的第 𝑖行 𝑗 列元素

∥𝑿∥1 矩阵 𝑿 的 ℓ1范数,即 ∥𝑿∥1 =
∑𝑑
𝑖=1

∑𝑚
𝑗=1 |𝑋𝑖 𝑗 |

∥𝑿∥𝐹 矩阵 𝑿 的 Frobenius范数,即 ∥𝑿∥𝐹 = (∑𝑑
𝑖=1

∑𝑚
𝑗=1 𝑋

2
𝑖 𝑗 )1/2

∥𝑿∥0 矩阵 𝑿 的 ℓ0范数,即 𝑿 中非零元素的个数

∥𝑿∥2,0 矩阵 𝑿 的 ℓ2,0范数,即 𝑿 中非零行的个数

∥𝑿∥2,1 矩阵 𝑿 的 ℓ2,1范数,即 ∥𝑿∥2,1 =
∑𝑑
𝑖=1

√∑𝑚
𝑗=1 𝑋

2
𝑖 𝑗

∥𝑿∥2,𝑝 矩阵 𝑿 的 ℓ2,𝑝 范数,即 ∥𝑿∥2,𝑝 = (∑𝑑
𝑖=1(

√∑𝑚
𝑗=1 𝑋

2
𝑖 𝑗 )𝑝)1/𝑝

𝑿𝑇 矩阵 𝑿 的转置

tr(𝑿) 矩阵 𝑿 的迹

rank(𝑿) 矩阵 𝑿 的秩

∇ 𝑓 (𝑿) 函数 𝑓 在 𝑿 处的梯度

𝜕 𝑓 (𝑿) 函数 𝑓 在 𝑿 处的次微分

prox 𝑓 (𝑋) 关于函数 𝑓 的近端算子

sgn(𝑿) 符号函数

𝑰𝑚 𝑚维单位矩阵

St(𝑑, 𝑚) Stiefel流形,即 {𝑿 ∈ R𝑑×𝑚 | 𝑿𝑇𝑿 = 𝑰𝑚}
M 黎曼流形

T𝑿M 流形M 在点 𝑿 处的切空间

grad 𝑓 (𝑿) 函数 𝑓 在 𝑿 处的黎曼梯度

Hess 𝑓 (𝑿) 函数 𝑓 在 𝑿 处的黎曼海森

Retr𝑿 (𝜉) 点 𝑿 处沿切向量 𝜉 的收缩算子
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第一部分

基础篇



第 1章 绪论

黎曼流形稀疏优化是指决策变量带有稀疏性特征且满足黎曼流形约束的一类优化问题.

它将稀疏优化与黎曼流形优化有机结合,为大数据分析提供了新的理论与算法框架. 作为当前

运筹优化领域的研究热点,黎曼流形稀疏优化不仅在图像处理、无线通信、故障诊断等场景中

得到了广泛应用,更有力推动了数学、计算机、自动化等多学科的交叉发展.

1.1 稀疏优化

2006年,美国数学家David Donoho、Emmanuel Candès与陶哲轩等人提出了压缩感知 (com-

pressed sensing, CS) 理论, 即若原始信号具有稀疏性的特征, 则可通过少量的观测信息就能够

恢复原始信号. 该理论突破了香农定理对信号采样频率的限制,能够以较少的采样资源与较高

的采样速度获得原始信号,被评为 2007年度美国十大科技进展之一.

稀疏优化是指具有稀疏性特征的优化问题. 这里, “稀疏性”一词原指最优解向量的绝大多

数元素为零, 从而实现信号的高效压缩、存储与传输. 当最优解为矩阵或高阶张量时, 稀疏性

则延伸为低秩性. 合理利用稀疏性不仅能对数据进行充分地压缩,还可以从海量的数据中提取

本质特征,让复杂优化问题得以简化. 例如,无线传感器网络定位问题中,即便节点规模可达到

成千上万,其位置仍分布在低维欧氏空间,因此可借助低秩性设计快速高效算法.

经过近二十年的发展,稀疏优化的研究重心已从早期以 ℓ1范数为代表的凸松弛,逐步拓展

至结构稀疏、非凸松弛及 ℓ0 范数原始问题. 在理论层面,研究者借助变分分析工具,系统刻画

了稀疏优化问题的变分性质,包括次微分、邻近算子、切锥与法锥等. 在算法层面,已形成一系

列成熟高效的求解框架,一阶算法如交替最小化、交替方向乘子法、近端交替最小化等,二阶

算法如半光滑牛顿法、子空间牛顿法等. 相关综述与最新进展可参见文献[1-2].

1.2 黎曼流形优化

黎曼几何起源于 19世纪中叶德国数学家 Bernhard Riemann,将高斯的曲面内蕴微分几何

推广至任意有限维空间, 并在就职演讲《论奠定几何学基础的假设》中首次严格提出了流形

(manifold) 的概念. 黎曼几何不仅在数学领域产生了深远影响, 还为物理学和人工智能提供了

强大的理论工具. 例如, Albert Einstein在广义相对论中,借助黎曼几何的思想,成功描述了宇宙

时空的弯曲结构. 而在人工智能领域, DeepSeek通过流形结构重构大模型残差连接,大幅提升

了模型的性能与稳定性.

黎曼流形优化的理论雏形最早由美国数学家 David Luenberger提出,旨在通过基本的微分



1.3 黎曼流形稀疏优化

几何概念探讨黎曼流形的优化策略. 2008 年, Pierre-Antoine Absil 系统阐释了 “收缩” (Retrac-

tion)的概念,为黎曼流形上的迭代优化提供了有效的数学工具. 近年来,国际运筹优化领域权

威学者 Jong-Shi Pang、Kim-Chuan Toh,以及人工智能领域泰斗 Michael Jordan等均高度重视,

并深入开展黎曼流形优化的理论与算法研究. 中国科学院袁亚湘院士团队、厦门大学黄文教

授团队对黎曼流形优化进行了深入的研究,并开发了高性能算法工具包,为国内相关研究提供

了重要支撑。

现有黎曼流形优化算法大致可分为可行方法与不可行方法, 二者的区别在于迭代过程中

是否要求迭代点满足黎曼流形约束. 其中, 可行方法通过收缩算子与向量移动策略, 在每一步

迭代中均寻找函数值下降的可行点作为下一轮迭代的初始点,典型代表包括黎曼梯度法、黎曼

信赖域法、黎曼牛顿法等. 此类方法本质上是将经典欧几里得空间上的优化方法推广至黎曼流

形, 既继承了欧几里得空间上算法的简洁性, 又充分适配了黎曼流形的几何特性. 与可行方法

不同, 不可行方法无需迭代点满足黎曼流形约束, 迭代过程中可灵活调整搜索方向与步长, 因

此更适用于大规模优化问题. 关于两类方法的详细介绍,感兴趣的读者可参考文献[3-4].

1.3 黎曼流形稀疏优化

黎曼流形稀疏优化是稀疏优化与黎曼流形优化交叉融合的前沿研究方向, 其目的是在具

有非欧几何结构的黎曼流形 (如 Stiefel流形、Grassmann流形、低秩矩阵流形等)限制上,求解

包含非凸、非光滑甚至非连续稀疏项的优化模型. 然而,黎曼流形稀疏优化问题的求解并不容

易, 欧氏空间中稀疏项可通过近端算子高效处理, 但流形上近端算子通常无解析表达式, 且高

度依赖内蕴距离与黎曼度量,经典工具难以直接迁移.

目前常见的做法是采用松弛方法近似求解, 即对稀疏则寻找不同形式的凸函数或非凸函

数近似,然后通过松弛问题进行近似求解. 例如, Chen等[5]探讨了带 ℓ1范数正则的 Stiefel流形

优化问题,通过引入新的变量将非光滑项分开,然后基于增广拉格朗日函数提出了近端交替极

小化算法. Chen等[6]针对偏最小二乘回归问题,构造了带 ℓ2,1 范数正则的 Stiefel流形和 Grass-

mann 流形优化问题, 进而利用 Manopt 进行求解. Xiao 等[7]研究了带 ℓ2,1 范数正则的 Stiefel

流形优化问题,利用拉格朗日乘子的显示表达式建立了精确罚理论,设计了非精确的近端梯度

方法. 由于子问题都可以显示求解, 算法的效率得到了保障. 此外, Breloy 等[8]细致分析了不

同类型的稀疏主成分分析模型, 考虑了 ℓ0 范数的非凸松弛近似, 设计了有效的 Majorization-

Minimization 算法. Li 等[9]针对无监督特征提取问题, 研究了带 ℓ2,𝑝 (0 < 1 < 𝑝) 范数正则的
Stiefel流形优化模型,利用光滑化技巧进行求解. 最近, Zhou等[10]充分考虑了 ℓ2,1 范数正则和

Stiefel流形的二阶信息,基于半光滑牛顿技巧提出了更快速的增广拉格朗日算法,每一步迭代

都自动满足黎曼流形约束,同时严格证明了全局收敛性和局部超线性收敛率. Huang等[11]针对

带 ℓ1范数正则的 Stiefel流形优化问题,提出了一种非精确加速黎曼近端梯度法,该方法允许自
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1.4 本章小结

适应步长,并证明了其全局收敛性. 此外, Qu等[12]探讨带有 ℓ2,0范数和 Stiefel流形约束的分布

式优化问题,提出了有效的交替子空间牛顿算法.

1.4 本章小结

本书系统整理了作者近三年来在相关研究方向上取得的部分成果, 研究范围不仅涵盖黎

曼流形稀疏优化领域, 也包含若干仅聚焦于稀疏优化的内容. 应用场景广泛, 涉及图像特征选

择、物联网异常检测、工业故障诊断、红外小目标检测、大模型剪枝等多个领域,具体安排如

图 1.1所示. 衷心希望本书能够为从事运筹优化、机器学习、数据科学及相关工程领域的科研

人员、高校师生及行业从业者提供有益的参考,为相关领域的发展贡献一份力量.

基础篇 进阶篇 拓展篇

第 2 章
基于稀疏主成分
分析的特征选择

第 3 章
基于稀疏联邦主成
分分析的异常检测

第 4 章
基于稀疏正交非负矩
阵分解的故障检测

第 5 章
基于稀疏张量相关
分析的多视角学习

第 6 章
基于稀疏低秩对比
学习的特征选择

第 7 章
基于深度张量低秩
表示的图像去噪

第 8 章
基于深度自适应低
秩稀疏的目标检测

第 9 章
基于深度注意力支持
矩阵机的图像分类

第 10 章
基于自适应稀疏的
大语言模型剪枝

第 11 章
基于深度展开的图
像反问题求解方法

第 12 章
基于大语言模型的
优化问题求解方法

图 1.1: 本书后续章节安排
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第 2章 基于稀疏主成分分析的特征选择

主成分分析已发展为一类重要的无监督特征选方法. 然而, 现有多数基于主成分分析的

无监督特征选择方法,通常仅在变换矩阵上引入单一稀疏正则项,难以充分刻画复杂数据的内

在结构. 为此,本章提出了一种双稀疏无监督特征选择 (bi-sparse unsupervised feature selection,

BSUFS),其核心思想是在经典主成分分析模型中同时引入 ℓ2,𝑝 范数与 ℓ𝑞 范数, 能够在提取关

键特征的同时有效剔除无关噪声. 这里,参数 𝑝, 𝑞 ∈ [0, 1). 因此, BSUFS不仅构建了统一的双

稀疏优化框架, 还可将若干现有相关方法纳入其特例范畴. 为求解由此产生的非凸模型, 本章

融合 Stiefel流形优化与稀疏优化技术,设计了一种高效的近端交替最小化算法,并对计算复杂

度进行了分析. 大量的数值实验验证了所提 BSUFS在无监督特征选择中的有效性和鲁棒性.

2.1 引言

高维数据中普遍存在冗余信息与噪声干扰, 给数据分析带来了严峻的挑战. 特征选择技

术应运而生,并成为机器学习与数据挖掘领域的重要研究方向,其相关前沿进展可详见综述文

献[13]. 在特征选择的研究中,无监督特征选择是一类重要的分支,其任务是在无标签数据集上

实现有效特征筛选. 值得注意的是,无标签数据在实际应用场景中成本更低、获取更为便捷. 因

此,无监督特征选择受到学术界和工业界的关注,已广泛应用于图像处理、基因分析、无线通

信及芯片设计等领域.

无监督特征选择方法可以根据模型训练和特征选择的结合方式分为三种类型: 过滤式、包

裹式和嵌入式. LapScore[14]是一种典型的过滤式方法. 它首先通过维持数据局部结构的能力来

评估特征的重要性,其次对特征按照重要性排序,最后根据需求选取前列的特征用于后续的模

型训练. 然而, 过滤式无监督特征选择方法由于脱离模型性能进行选择, 可能会选出对特定模

型而言不理想的特征. 相反地,包裹式方法通过使用特定的模型来评估特征子集的优劣. 它把

特征选择 “包裹”在一个机器学习模型中,选择出最契合模型性能的特征. 与其他两类不同,嵌

入式方法在训练模型的过程中对特征进行一定的处理 (如 ℓ1 范数正则), 从而实现特征的自动

选择. Yang等[15] 考虑到局部判别信息比全局判别信息更重要,将构造的局部判别分析得分矩

阵和 ℓ2,1范数相结合,提出了无监督判别特征选择 (unsupervised discriminative feature selection,

UDFS). 随后, Liu 等[16]通过局部线性嵌入算法获得特征权重矩阵, 并使用 ℓ1 范数描述损失函

数,提出了鲁棒邻域嵌入 (robust neighborhood embedding, RNE).然而,上述基于谱分析的方法

将图的构造和特征选择的过程分离, 使得它们对冗余特征和噪声特征十分敏感. 为了解决此

问题, Nie 等[17]在低维空间中学习自适应的图并嵌入 ℓ2,𝑝 (0 < 𝑝 ≤ 1) 范数来表征稀疏性, 进

而将局部结构的学习融合到特征选择的过程中,最终提出了结构化最优图特征选择 (structured



2.1 引言
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图 2.1: 与现有方法的特征选择结果对比

optimal graph feature selection, SOGFS).事实上,这些方法各有优缺点,实际选择时应根据数据

集的特性、计算资源的限制以及任务的需求来决定.

主成分分析 (principal component analysis, PCA)通过构造变换矩阵实现特征提取, 是一类

实现简洁且应用极为广泛的嵌入式方法[18]. 但主成分分析提取出来的特通常不具备直观可解

释性, 极大限制了其在高维数据分析中的应用[19]. 针对上述问题, Li 等[9] 将 ℓ2,𝑝 范数正则项

引入主成分分析变换矩阵的学习过程,构建了稀疏主成分分析特征选择 (sparse PCA for feature

selection, SPCAFS). 该工作中 𝑝 ∈ (0, 1), 因此 SPCAFS 可视为基于 ℓ2,1 范数的稀疏主成分分

析的非凸推广形式. 此外, Nie 等[20] 直接采用 ℓ2,0 范数对变换矩阵施加约束以实现特征选择,

提出了特征稀疏约束主成分分析 (feature-sparsity constrained PCA, FSPCA).值得注意的是, ℓ2,0
范数能够直接刻画特征维度的稀疏性, 使得 FSPCA 可高效筛选出数据中最具代表性的关键

特征. 近期, Zheng 等[21] 提出了基于半正定投影的稀疏主成分分析 (sparse PCA via positive

semidefinite projection, SPCA-PSD),在聚类任务中展现出优异的计算效率. Gao等[22] 则将 ℓ2,𝑝

范数与模糊弹性网络相结合,构建了模糊弹性网络主成分分析特征选择 (PCA with fuzzy elastic

net for feature selection, FEN-PCAFS).上述研究中采用的 ℓ2,1范数、ℓ2,𝑝 范数与 ℓ2,0范数均能实

现变换矩阵的行稀疏约束,而行稀疏性恰好对应特征维度的选择. 这类结构化稀疏正则项有效

提升了主成分分析模型的特征可解释性,为高维数据结构挖掘提供了重要的技术支撑.

然而,现有稀疏主成分分析相关工作大多仅对变换矩阵施加单一的行稀疏正则,忽略变换

矩阵内部元素级的稀疏, 难以同时实现特征筛选与噪声抑制. 为此, Zhu等[23] 构建了融合 ℓ2,1

范数与 ℓ1范数的双稀疏优化模型,其中 ℓ2,1范数用于实现全局特征选择, ℓ1范数用于剔除冗余

噪声分量. 尽管双稀疏正则思想已在其他图像处理领域得到应用,但现有成果通常将两类稀疏

项分别作用于不同变量,缺乏对同一变换矩阵的联合稀疏约束. 注意到 𝑝 ∈ [0, 1)的 ℓ2,𝑝范数可

统一涵盖文献[9] 中的 ℓ2,𝑝 范数与文献[20] 中的 ℓ2,0 范数, 是更具一般性的结构化稀疏度量. 由

此自然引出一个关键的科学问题: 能否在继承 𝑝 ∈ [0, 1) 的 ℓ2,𝑝 范数与 𝑞 ∈ [0, 1) 的 ℓ𝑞 范数优

势的基础上,构建统一的非凸双稀疏特征学习框架？

基于上述分析,本章提出了双稀疏无监督特征选择 (bi-sparse unsupervised feature selection,

BSUFS).即在主成分分析框架中创新性引入 ℓ2,𝑝 范数与 ℓ𝑞 范数正则,其中 𝑝 与 𝑞 的取值范围

均为 [0, 1). 如图 2.1所示,与仅采用 ℓ2,𝑝 范数且 𝑝 ∈ (0, 1) 的 SPCAFS相比, BSUFS因额外引
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2.2 数学模型

入元素级 ℓ𝑞 范数正则,在特征选择结果上呈现出显著的差异. 从模型通用性来看,所提 BSUFS

可将 SPCAFS与 FSPCA均纳入其特例框架之中,且相较于文献[23] 中的凸松弛双稀疏模型,具

备更高的灵活性. 当然,参数 𝑝 与 𝑞 的取值效果依赖于具体数据结构,后续实验部分将详细阐

明参数取值范围从 (0, 1) 扩展至 [0, 1)的实际应用价值. 本章的主要贡献为

(1) 通过同时引入 ℓ2,𝑝 范数与 ℓ𝑞 范数正则,提出了一种新的无监督特征选择方法. 特别,首次

将参数 𝑝与 𝑞的取值范围扩展至 [0, 1) 区间.

(2) 设计了高效的近端交替最小化 (proximal alternating minimization, PAM)算法,其所有子问

题或具备解析形式的近端算子,或可依托 Stiefel流形优化实现快速求解.

(3) 数值实验评估了所提方法的性能,分析了 𝑝, 𝑞 ∈ [0, 1) 的取值对特征选择结果的影响,并

表明在特征选择中 𝑝起主导作用,而 𝑞起补充作用,二者协同不可或缺.

2.2 数学模型

2.2.1 预备知识

给定数据 𝑿 = (𝒙1, 𝒙2, . . . , 𝒙𝑛) ∈ R𝑑×𝑛, 其中 𝒙𝑖 ∈ R𝑑 为第 𝑖 个列向量. 记变换矩阵 𝑾 =

(𝒘1, 𝒘2, . . . , 𝒘𝑚) ∈ R𝑑×𝑚 (𝑚 < 𝑛),其中 𝒘𝑖 ∈ R𝑑 ,且满足 ∥𝒘𝑖∥ = 1. 当 𝑖 ≠ 𝑗 时, 𝒘𝑇𝑖 𝒘 𝑗 = 0,即𝑾

的列向量两两正交. 假设数据已中心化,主成分分析可表示为

min
𝑾∈R𝑑×𝑚

− tr(𝑾𝑇𝑿𝑿𝑇𝑾)

s.t. 𝑾𝑇𝑾 = 𝑰𝑚 .
(2.1)

对于一般的非中心化数据情形,主成分分析可进一步表示为

min
𝑾∈R𝑑×𝑚

− tr(𝑾𝑇𝑺𝑾)

s.t. 𝑾𝑇𝑾 = 𝑰𝑚,
(2.2)

其中 𝑺 = 𝑿𝑯𝑿𝑇 为协方差矩阵, 𝑯 = 𝑰𝑛 − 1
𝑛111111𝑇 为中心化矩阵, 111 ∈ R𝑛 为全为 1的向量.

不失一般性,记 (𝒘𝑖)𝑇 为向量 𝒘𝑖 的转置,其中 𝒘𝑖 为变换矩阵 𝑾 的第 𝑖 行. 在无监督特征

选择中, (𝒘𝑖)𝑇 可视为与输入数据 𝑿 的第 𝑖 个特征对应的权重向量,用于衡量该特征的贡献度.

具体地,矩阵𝑾 可表示为

𝑾 = (𝒘1, 𝒘2, . . . , 𝒘𝑚) =

©­­­­­­«
𝒘1

𝒘2

...

𝒘𝑑

ª®®®®®®¬
∈ R𝑑×𝑚 . (2.3)

将样本 𝒙𝑖 通过变换矩阵𝑾 进行线性映射,得到变换后的向量为
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2.2 数学模型

𝒛𝑖 = 𝑾𝑇𝒙𝑖 = ((𝒘1)𝑇 , (𝒘2)𝑇 , . . . , (𝒘𝑑)𝑇 )

©­­­­­­«
𝑥1𝑖

𝑥2𝑖
...

𝑥𝑑𝑖

ª®®®®®®¬
. (2.4)

由式 (2.4)可知, ∥𝒘𝑖∥ 的大小可直接用于衡量 𝑿 的第 𝑖 个特征在降维过程中的重要性, ∥𝒘𝑖∥ 越
大,对应特征的贡献度越高.

2.2.2 稀疏主成分分析

近年来,非凸优化理论与算法得到了快速发展,相较于传统凸优化方法,其在解的灵活性、

模型拟合精度等方面具有显著的优势[24]。基于此, Li等[9]提出了 SPCAFS,具体形式为

min
𝑾∈R𝑑×𝑚

− tr(𝑾𝑇𝑺𝑾) + 𝜆∥𝑾∥𝑝2,𝑝

s.t. 𝑾𝑇𝑾 = 𝑰𝑚,
(2.5)

其中 𝜆 ≥ 0为正则参数, 𝑝 ∈ (0, 1). SPCAFS通过在式 (2.2)的目标函数中引入 ℓ2,𝑝 范数正则项,

可诱导变换矩阵𝑾 产生行稀疏性,进而实现有效的特征选择. 数值结果还表明,当 𝑝 = 1/2时,

该模型的特征选择性能优于基于凸松弛的稀疏主成分分析方法.

FSPCA[20]是另一种广泛应用的无监督特征选择方法,其数学模型为

min
𝑾∈R𝑑×𝑚

− tr(𝑾𝑇𝑺𝑾)

s.t. ∥𝑾∥2,0 ≤ 𝑠, 𝑾𝑇𝑾 = 𝑰𝑚,
(2.6)

其中 𝑠 > 0为预设的稀疏度水平, ∥𝑾∥2,0 表示𝑾 的行稀疏度 (即非零行的数量). 结合图 2.1与

式 (2.4)可知,稀疏度水平 𝑠对应于最终选择的特征数量.

如前文所述,现有稀疏主成分分析方法大多仅引入单一结构的稀疏正则项. 文献[23]通过在

变换矩阵上同时引入 ℓ2,1范数与 ℓ1范数正则项,提出了双稀疏无监督特征选择模型,即

min
𝑾∈R𝑑×𝑚

− tr(𝑾𝑇𝑺𝑾) + 𝜆1∥𝑾∥2,1 + 𝜆2∥𝑾∥1

s.t. 𝑾𝑇𝑾 = 𝑰𝑚,
(2.7)

其中 𝜆1, 𝜆2 ≥ 0为正则参数,分别用于调节变换矩阵𝑾 的行稀疏与元素稀疏结构.

2.2.3 构建模型

为兼顾非凸优化的灵活性与双稀疏正则的特征筛选能力,本章构建了如下 BSUFS模型
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2.3 优化算法

min
𝑾∈R𝑑×𝑚

− tr(𝑾𝑇𝑺𝑾) + 𝜆1∥𝑾∥𝑝2,𝑝 + 𝜆2∥𝑾∥𝑞𝑞

s.t. 𝑾𝑇𝑾 = 𝑰𝑚,
(2.8)

其中 𝑝, 𝑞 ∈ [0, 1). 与现有基于主成分分析的无监督特征选择方法相比,当 𝜆2 = 0时,式 (2.8)可

退化为式 (2.5)与式 (2.6)的拉格朗日形式. 当 𝑝与 𝑞均趋于 1时,即 ℓ2,𝑝 范数退化为 ℓ2,1范数,

ℓ𝑞 范数退化为 ℓ1范数,式 (2.8)等价于式 (2.7).

综上, 所提 BSUFS 通过在 [0, 1) 范围内选择不同的 𝑝 与 𝑞, 可产生更具灵活性的稀疏解,

能够满足不同类型数据的特征选择需求,进而提升无监督特征选择的性能.

2.3 优化算法

受 Stiefel流形约束𝑾𝑇𝑾 = 𝑰𝑚、非光滑正则 ℓ2,𝑝 范数与 ℓ𝑞 范数的影响,式 (2.8)属于非凸、

非光滑的复合优化问题. 本节给出一种基于近端交替最小化技术的优化算法.

首先,引入辅助变量 𝑽,𝑼满足等价约束𝑾 = 𝑽 与𝑾 = 𝑼,将式 (2.8)等价改写为

min
𝑾,𝑼,𝑽∈R𝑑×𝑚

− tr(𝑾𝑇𝑺𝑾) + 𝜆1∥𝑽∥𝑝2,𝑝 + 𝜆2∥𝑼∥𝑞𝑞

s.t. 𝑾𝑇𝑾 = 𝑰𝑚, 𝑾 = 𝑽, 𝑾 = 𝑼.

(2.9)

定义 Stiefel流形约束的指示函数

Φ(𝑾) =


0, 𝑾𝑇𝑾 = 𝑰𝑚,

+∞, 其他,
(2.10)

结合二次罚方法,将式 (2.9)转化为无约束优化问题

min
𝑾,𝑼,𝑽∈R𝑑×𝑚

− tr(𝑾𝑇𝑺𝑾) + 𝜆1∥𝑽∥𝑝2,𝑝 + 𝜆2∥𝑼∥𝑞𝑞

+ 𝛽1
2
∥𝑾 −𝑼∥2

𝐹 + 𝛽2
2
∥𝑾 − 𝑽∥2

𝐹 +Φ(𝑾),
(2.11)

其中 𝛽1, 𝛽2 > 0为等式约束对应的罚参数. 便于描述,记式 (2.11)的目标函数为 𝑓 (𝑾,𝑼,𝑽). 基
于近端交替最小化思想,可按如下方式进行变量更新

𝑾𝑘+1 ∈ argmin
𝑾∈R𝑑×𝑚

𝑓 (𝑾,𝑼𝑘 ,𝑽𝑘 ) + 𝜏1
2
∥𝑾 −𝑾𝑘 ∥2

𝐹 , (2.12)

𝑼𝑘+1 ∈ argmin
𝑼∈R𝑑×𝑚

𝑓 (𝑾𝑘+1,𝑼,𝑽𝑘 ) + 𝜏2
2
∥𝑼 −𝑼𝑘 ∥2

𝐹 , (2.13)

𝑽𝑘+1 ∈ argmin
𝑽∈R𝑑×𝑚

𝑓 (𝑾𝑘+1,𝑼𝑘+1,𝑽) + 𝜏3
2
∥𝑽 − 𝑽𝑘 ∥2

𝐹 , (2.14)

其中 𝜏1, 𝜏2, 𝜏3 > 0为近端参数, 𝑘 为迭代次数. 整体迭代框架如算法 1所示,其中停止准则为
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2.3 优化算法

算法 1求解式 (2.8)的近端交替最小化算法
输入: 数据 𝑿 ∈ R𝑑×𝑛,参数 𝑝, 𝑞, 𝜆1, 𝜆2, 𝛽1, 𝛽2, 𝜏1, 𝜏2, 𝜏3

初始化: 令 𝑘 = 0,取 (𝑾0,𝑼0,𝑽0)
当 未收敛 时

1: 通过式 (2.12)更新𝑾𝑘+1

2: 通过式 (2.13)更新𝑼𝑘+1

3: 通过式 (2.14)更新 𝑽𝑘+1

4: 通过式 (2.15)检验收敛性
结束循环
输出: 𝑽

| 𝑓 𝑘+1 − 𝑓 𝑘 |
max{| 𝑓 𝑘 |, 1}

< 10−4或 𝑘 > 500. (2.15)

后续小节依次推导𝑾,𝑼,𝑽 的迭代更新规则. 在特征选择任务中,建议优先更新𝑼𝑘+1以抑制数

据噪声干扰,再更新 𝑽𝑘+1以选择更具判别性的特征.

2.3.1 更新𝑾

固定变量𝑼和 𝑽,式 (2.12)可简化为

min
𝑾𝑇𝑾=𝑰𝑚

𝑔(𝑾) = −tr(𝑾𝑇𝑺𝑾) + 𝛽1
2
∥𝑾 −𝑼𝑘 ∥2

𝐹

+ 𝛽2
2
∥𝑾 − 𝑽𝑘 ∥2

𝐹 + 𝜏1
2
∥𝑾 −𝑾𝑘 ∥2

𝐹 .

(2.16)

关于目标函数 𝑔(𝑾),其欧氏梯度为

∇𝑔(𝑾) = −2𝑺𝑾 + 𝛽1(𝑾 −𝑼𝑘 ) + 𝛽2(𝑾 − 𝑽𝑘 ) + 𝜏1(𝑾 −𝑾𝑘 ), (2.17)

欧氏海森为

∇2𝑔(𝑾) = −2𝑰𝑚 ⊗ 𝑺 + (𝛽1 + 𝛽2 + 𝜏1)𝑰𝑑𝑚, (2.18)

其中 ⊗表示克罗内克 (Kronecker)积.

记 Stiefel流形集合为 St(𝑑, 𝑚) = {𝑾 ∈ R𝑑×𝑚 | 𝑾𝑇𝑾 = 𝑰𝑚},则式 (2.16)本质为一个 Stiefel

流形优化问题,可重写为

min
𝑾∈St(𝑑,𝑚)

𝑔(𝑾). (2.19)

本节采用信赖域黎曼流形优化算法[4] 求解该流形优化模型. 黎曼信赖域迭代需要两个基

本要素: 搜索方向与信赖域比率. 搜索方向依赖于式 (2.19)中目标函数 𝑔(𝑾) 的黎曼梯度与黎
曼海森. 具体而言,黎曼梯度可通过将欧氏梯度投影到 Stiefel流形的切空间来获得,即

10



2.3 优化算法

grad 𝑔(𝑾) = P𝑾 (∇𝑔(𝑾))

= ∇𝑔(𝑾) −𝑾 sym(𝑾𝑇∇𝑔(𝑾)),
(2.20)

其中 sym(𝑿) = (𝑿 + 𝑿𝑇 )/2表示提取方阵 𝑿 的对称部分. 同理,黎曼海森可通过将欧氏海森投

影到 Stiefel流形切空间得到,即

Hess 𝑔(𝑾) [𝑴] = P𝑾 (∇2𝑔(𝑾) [𝑴] − 𝑴 sym(𝑾𝑇∇𝑔(𝑾))

−𝑾 sym(𝑴𝑇∇𝑔(𝑾)) −𝑾 sym(𝑾𝑇∇2𝑔(𝑾) [𝑴])),
(2.21)

其中 ∇2𝑔(𝑾) [𝑴] 为欧氏海森与切向量的乘积. 于是,信赖域算法的搜索方向可通过求解如下

问题得到

min
𝑴∈T𝑾 St(𝑑,𝑚)

𝑚𝑾 (𝑴) = 𝑔(𝑾) + ⟨grad 𝑔(𝑾),𝑴⟩𝑾 + 1
2
⟨Hess 𝑔(𝑾) [𝑴],𝑴⟩𝑾

s.t. ⟨𝑴,𝑴⟩𝑾 ≤ Δ2,

(2.22)

其中 Δ为当前信赖域半径, T𝑾St(𝑑, 𝑚) 表示流形在点𝑾 处的切空间.

最后,信赖域比率定义为

𝜌 =
𝑔(𝑾) − 𝑔(Retr𝑾 (𝑴))
𝑚𝑾 (0) − 𝑚𝑾 (𝑴) , (2.23)

其中 Retr𝑾 (𝑴) 表示将 𝑴 收缩到 Stiefel流形上的算子. 完整的黎曼信赖域迭代流程如算法 2

所示,其中停止准则为

grad 𝑔(𝑾𝑘
𝑖+1) < 10−6或 𝑖 > 100. (2.24)

2.3.2 更新𝑼

在更新𝑾 之后,式 (2.13)可通过求解下式得到

min
𝑼∈R𝑑×𝑚

𝜆2∥𝑼∥𝑞𝑞 +
𝛽1
2
∥𝑾𝑘+1 −𝑼∥2

𝐹 + 𝜏2
2
∥𝑼 −𝑼𝑘 ∥2

𝐹 . (2.25)

合并式 (2.25)中的二次项并整理,得到

min
𝑼∈R𝑑×𝑚

𝜆2∥𝑼∥𝑞𝑞 +
𝛽1 + 𝜏2

2
∥𝑼 − 𝒀 ∥2

𝐹 , (2.26)

其中

𝒀 =
𝛽1

𝛽1 + 𝜏2
𝑾𝑘+1 + 𝜏2

𝛽1 + 𝜏2
𝑼𝑘 . (2.27)

由于 ℓ𝑞 范数具备元素可分性,式 (2.26)可分解为一系列关于元素 𝑢𝑖 𝑗 的子问题,即
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2.3 优化算法

算法 2求解式 (2.12)的信赖域黎曼流形优化算法
输入: 数据 𝑺 ∈ R𝑑×𝑑 , 𝑼𝑘 ∈ R𝑑×𝑚, 𝑽𝑘 ∈ R𝑑×𝑚,参数 𝛽1, 𝛽2, 𝜏1, 𝜀,以及 Δ′ > 0, 𝜌′ ∈ [0, 1

4 )
初始化: 令 𝑖 = 0,取𝑾𝑘

𝑖 ∈ St(𝑑, 𝑚), Δ𝑖 ∈ (0,Δ′)
当 未收敛 时

1: 通过式 (2.22)得到 𝑴𝑖

2: 由式 (2.23)计算 𝜌𝑖

3: if 𝜌𝑖 < 1
4 then

4: Δ𝑖+1 = 1
4Δ𝑖

5: else if 𝜌𝑖 > 3
4 且 ∥𝑴𝑖∥ = Δ𝑖 then

6: Δ𝑖+1 = min(2Δ𝑖,Δ′)
7: else
8: Δ𝑖+1 = Δ𝑖
9: end if

10: if 𝜌𝑖 > 𝜌′ then
11: 𝑾𝑘

𝑖+1 = Retr𝑾 (𝑴𝑖)
12: else
13: 𝑾𝑘

𝑖+1 = 𝑾𝑘
𝑖

14: end if
15: 根据式 (2.24)检验收敛性
结束循环
输出: 𝑾𝑘

min
𝑢𝑖 𝑗∈R

𝜆2 |𝑢𝑖 𝑗 |𝑞 +
𝛽1 + 𝜏2

2
(𝑢𝑖 𝑗 − 𝑦𝑖 𝑗 )2. (2.28)

引理 2.1 考虑 ℓ𝑞 范数对应的近端算子

prox𝜆 |·|𝑞 (𝑎) = argmin
𝑥∈R

𝜆 |𝑥 |𝑞 + 1
2
(𝑥 − 𝑎)2

=


{0}, |𝑎 | < 𝜅(𝜆, 𝑞),

{0, sgn(𝑎)𝑐(𝜆, 𝑞)}, |𝑎 | = 𝜅(𝜆, 𝑞),{
sgn(𝑎)𝜛𝑞 ( |𝑎 |)

}
, |𝑎 | > 𝜅(𝜆, 𝑞),

(2.29)

其中参数满足

𝑐(𝜆, 𝑝) = (2𝜆(1 − 𝑞))
1

2−𝑞 > 0,

𝜅(𝜆, 𝑞) = (2 − 𝑞)𝜆
1

2−𝑞 (2(1 − 𝑞))
𝑞+1
𝑞−2 ,

𝜛𝑞 (𝑎) ∈ {𝑥 | 𝑥 − 𝑎 + 𝜆𝑞 sgn(𝑥)𝑥𝑞−1 = 0, 𝑥 > 0}.

(2.30)

更多细节可参见文献[25].

12



2.3 优化算法

依据引理 2.1,式 (2.28)的解可由下式直接给出

𝑢𝑖 𝑗 ∈ prox 𝜆2
𝛽1+𝜏2

|·|𝑞 (𝑦𝑖 𝑗 ). (2.31)

根据文献[26],当 𝑞 = 0时,式 (2.29)对应于硬阈值算子. 根据文献[27],当 𝑞 = 1/2与 𝑞 = 2/3时,

式 (2.29)也存在解析表达. 对于一般 𝑞 ∈ (0, 1),可采用文献[25]中提出的快速迭代策略求解.

2.3.3 更新 𝑽

当𝑾 与𝑼迭代更新后,式 (2.14)可通过下式计算

min
𝑽∈R𝑑×𝑚

𝜆1∥𝑽∥𝑝2,𝑝 +
𝛽2
2
∥𝑾𝑘+1 − 𝑽∥2

𝐹 + 𝜏3
2
∥𝑽 − 𝑽𝑘 ∥2

𝐹 . (2.32)

同理合并二次惩罚项与近端项,整理得

min
𝑽∈R𝑑×𝑚

𝜆1∥𝑽∥𝑝2,𝑝 +
𝛽2 + 𝜏3

2
∥𝑽 − 𝒁∥2

𝐹 , (2.33)

其中

𝒁 =
𝛽2

𝛽2 + 𝜏3
𝑾𝑘+1 + 𝜏3

𝛽2 + 𝜏3
𝑽𝑘 . (2.34)

注意到 ℓ2,𝑝 范数具备行可分性,于是该问题可分解为一系列关于行 𝒗𝑖 的子问题,即

min
𝒗𝑖∈R𝑚

𝜆1∥𝒗𝑖∥𝑝 +
𝛽2 + 𝜏3

2
∥𝒗𝑖 − 𝒛𝑖∥2, (2.35)

其中 𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 𝑑}.

引理 2.2 考虑 ℓ2,𝑝 范数对应的近端算子

prox𝜆∥·∥ 𝑝 (𝒂) = argmin
𝒙∈R𝑚

𝜆∥𝒙∥𝑝 + 1
2
∥𝒙 − 𝒂∥2

=


prox𝜆 |·|𝑝 (∥𝒂∥) · 𝒂

∥𝒂∥ , 𝒂 ≠ 000,

{000}, 𝒂 = 000.

(2.36)

特别地,约定当 𝒙 ≠ 000时 ∥𝒙∥0 = 1,当 𝒙 = 000时 ∥𝒙∥0 = 0.

结合引理 2.2,式 (2.35)的解为

𝒗𝑖 ∈


prox 𝜆1
𝛽2+𝜏3

|·|𝑝 (∥𝒛
𝑖∥) · 𝒛𝑖

∥𝒛𝑖 ∥ , 𝒛𝑖 ≠ 000,

{0}, 𝒛𝑖 = 000.
(2.37)

值得注意的是,一般近端交替最小化算法的收敛性可依托 Kurdyka-Łojasiewicz (K-L)性质

结合充分下降引理开展论证[28]. 然而, 本章流形约束变量 𝑾𝑘+1 的更新依赖于算法 2. 文献[4]

已严格证明, 黎曼信赖域算法可收敛至流形约束下的临界点, 即满足 grad 𝑔(𝑾) = 0的一阶稳
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2.4 数值实验

表 2.1: 所选数据集信息

类型 数据集 特征数 样本数 类别数

仿真数据
Dartboard1 9 1,000 4
Diamond9 9 3,000 9

真实数据

COIL20 1,024 1,440 20
ISOLET 617 1,560 26

USPS 256 1,000 10
UMIST 644 575 20

GLIOMA 4,434 50 4
PIE 1,024 1,166 53

LUNG 325 73 7
MSTAR 1,024 2,425 10

定点. 但若要建立算法 1的收敛性, 还需进一步证明算法 2收敛到全局最优解, 这是一个更强

的结论.

2.3.4 计算复杂度

初始化算法 1 时, 计算 𝑯 与 𝑺 分别需要 𝑂 (𝑛2) 与 𝑂 (𝑑𝑛2), 因此初始化的计算复杂度为
𝑂 (𝑑𝑛2). 使用算法 2更新𝑾 时,计算复杂度由求解式 (2.22)与式 (2.23)决定,计算复杂度分别

为𝑂 (𝑑2𝑚+𝑑𝑚2)和𝑂 (𝑑𝑚2). 综上,算法 2每次迭代的计算复杂度为𝑂 (𝑑2𝑚+𝑑𝑚2). 更新𝑼与𝑽

时,计算复杂度仅取决于近端算子,其计算复杂度为 𝑂 (𝑑𝑚). 收敛性检查基于损失函数 𝑓 ,其计

算复杂度为 𝑂 (𝑑2𝑚). 因此,算法 1每次迭代的总体计算复杂度为 𝑂 ((𝐾 + 1)𝑑2𝑚 + 𝐾𝑑𝑚2 + 𝑑𝑚),
其中 𝐾 为算法 2的迭代次数.

2.4 数值实验

为验证所提 BSUFS 的有效性, 本节将其与多种主流无监督特征选择方法开展对比实验,

包含 LapScore[14]、SOGFS[17]、RNE[16]、UDFS[15]、SPCAFS[9]、FSPCA[29]、SPCA-PSD[21]及

FEN-PCAFS[22]. 其中，LapScore、SOGFS、RNE与 UDFS依托开源工具箱 AutoUFSTool1完成

复现, SPCAFS2、FSPCA3、SPCA-PSD4 与 FEN-PCAFS5 均采用作者公开的 GitHub原始代码,

保证对比实验的公平性.

1https://github.com/farhadabedinzadeh/AutoUFSTool
2https://github.com/quiter2005/algorithm
3https://github.com/tianlai09/FSPCA
4https://github.com/zjj20212035/SPCA-PSD
5https://github.com/gaoyl-group/FEN-PCAFS
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图 2.2: Dartboard1数据集可视化结果

2.4.1 实验设置

(1)数据集

本节实验采用两个仿真数据集与八个真实数据集, 以验证所提 BSUFS的性能. 两个仿真

数据集6均对前 2 个特征赋予特定分布, 而其余 7 个特征用高斯噪声填充. 八个真实数据集

覆盖多个领域, 例如字母识别数据集 ISOLET7、深度学习数据集 MSTAR8、生物信息数据集

GLIOMA7与 LUNG7,以及图像处理数据集 COIL207、USPS7、PIE9、UMIST10.所有数据集的

特征数、样本数、类别数如表 2.1所示.

(2)参数设置

对于 LapScore、SOGFS与 RNE,统一将 𝑘近邻 (𝑘-nearest neighbor, 𝑘-NN)的取值设为 5. 对

6https://github.com/milaan9/Clustering-Datasets
7https://jundongl.github.io/scikit-feature/datasets.html
8https://github.com/zjj20212035/SPCA-PSD
9https://data.nvision2.eecs.yorku.ca/PIE_dataset/

10https://github.com/saining/PPSL/blob/master/Platform/Data/UMIST/UMIST.mat
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图 2.3: Dartboard1噪声数据集可视化结果

于 SOGFS、SPCAFS、SPCA-PSD、FEN-PCAFS与BSUFS,正则参数在集合 {10−6, 10−4, . . . , 106}
内网格寻优. 参照文献[25]的建议, BSUFS的 𝑝与 𝑞从 {0, 1/2, 2/3}中选取. 尽管理论上 𝑝, 𝑞可

取区间 [0, 1) 内任意数值, 但区间内多数取值对应的近端算子无解析形式, 需依赖迭代数值求

解. 与文献[9] 保持一致,所有数据集的筛选特征数以 10为步长,取值范围设定为 [10, 100]. 为
降低不同初始化带来的波动、保证实验可复现性与公平性,所有数据集上的 𝑘 均值 (𝑘-means)

聚类算法重复运行 50次,并报告 50次结果的均值与标准差.

(3)评估指标

为评估无监督特征选择方法，采用聚类准确率 (accuracy, ACC)与归一化互信息 (normal-

ized mutual information, NMI)作为指标. ACC的定义为

ACC =
1
𝑛

𝑛∑
𝑖=1

𝛿(𝑦𝑖, 𝑐𝑖) × 100%, (2.38)

其中 𝑛为样本数, 𝑦𝑖 为第 𝑖 个样本的真实标签, 𝑐𝑖 为第 𝑖 个样本的聚类标签. 函数 𝛿(𝑦𝑖, 𝑐𝑖) 表示
若 𝑦𝑖 = 𝑐𝑖 则取 1,否则取 0. NMI的定义为
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图 2.4: Diamond9数据集可视化结果

NMI =
𝐼 (𝒚, 𝒄)√
𝐻 (𝒚)𝐻 (𝒄)

× 100%, (2.39)

其中 𝒚 = (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛) ∈ R𝑛 为真实标签向量, 𝒄 = (𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑛) ∈ R𝑛 为聚类标签向量,

𝐼 (𝒚, 𝒄)表示真实标签与聚类标签之间的互信息, 𝐻 (𝒚) 与 𝐻 (𝒄) 分别对应两类标签的信息熵.

2.4.2 仿真数据结果

本节基于两组仿真数据集开展特征选择可视化实验. 针对所有方法,先对全部 9个特征进

行打分并选取得分最高的 2个特征,随后将选出的特征与样本一起用散点图进行可视化展示.

图 2.2展示了Dartboard1数据集的特征选择结果. 相比其他方法, RNE、UDFS、SPCA-PSD

与 BSUFS均能够识别出合适的特征. 在此基础上,向该数据集添加强度为 0.03的椒盐噪声,对

应结果如图 2.3 所示. 可以看出, 仅 UDFS 与 BSUFS 能够准确筛选出判别性特征. 图 2.4 为

Diamond9数据集的特征选择可视化结果. 对比可见，仅有 BSUFS能够成功识别出 2个最具判

别性特征的方法. 上述结果表明,所提 BSUFS能够稳定地选择出具有判别性的特征,在仿真数

据集上具有良好的鲁棒性.
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2.4 数值实验

2.4.3 真实数据结果

本节给出八个真实数据集上的数值实验结果,同时引入全特征聚类方法 ALLfea作为基准

参照, 将全部特征的聚类结果视为无特征压缩下的参考标准. 表 2.2与表 2.3分别汇总了所有

方法的均值与标准差,括号内为取得最优性能时对应的筛选特征数量.

对于 ACC指标,所提 BSUFS在绝大多数真实数据集上取得最优或次优结果,甚至优于最

新的 FEN-PCAFS与 SPCA-PSD.由平均指标可知，BSUFS平均 ACC得分位列所有对比算法

首位,其次为 FEN-PCAFS与 SPCA-PSD.此外,相比 RNE与 UDFS等图方法,基于主成分分析

的 SPCAFS与 SPCA-PSD整体表现更佳. 由于引入了双稀疏正则项, BSUFS相比 SPCAFS的

ACC平均提升 7.95%. 当然,在部分情形下, BSUFS略逊于 SPCA-PSD,说明低秩先验同样能够

提升无监督特征选择的性能. 对于 ISOLET数据集, BSUFS的 ACC提升效果尤为突出,原因可

能在于引入的 ℓ𝑞 范数抑制了语音数据中的细粒度噪声与说话人差异,从而提取更有效的特征.

对于 NMI指标,可得到类似与上述 ACC的结论. 需要说明的是,此处 NMI结果均采用最

优 ACC对应的参数设置, 未针对 NMI单独寻优, 因此部分数据集上 NMI未达到理论最优值.

平均而言, BSUFS 相比其他方法至少提升 0.48%. 对于样本数较少而特征数较多的 GLIOMA

数据集,虽然其 ACC更高,但 NMI相对较低,这可能是因为该数据集仅有 4个类别,容易造成

ACC与 NMI之间的不均衡.

总体而言,所提 BSUFS在多个真实数据集上取得了更高的 ACC与 NMI.另一方面,在较

少的特征数量下仍能取得更高的准确率,使得 BSUFS在真实应用场景中更具实用性.

2.4.4 消融实验

为研究 BSUFS中双稀疏正则项的作用,本节设置如下四组消融对比方案: (I)去掉 ℓ2,𝑝 范

数与 ℓ𝑞 范数的 BSUFS, (II)去掉 ℓ2,𝑝 范数的 BSUFS, (III)去掉 ℓ𝑞 范数的 BSUFS, (IV)完整的

表 2.4: 所提方法消融实验结果

数据集
ACC NMI

I II III IV I II III IV
COIL20 54.09 57.33 58.76 59.18 69.94 72.12 74.57 74.78
ISOLET 51.77 58.78 56.19 61.34 66.84 73.30 72.73 75.32

USPS 67.06 66.42 68.11 70.77 58.86 35.66 61.14 60.16
UMIST 47.16 47.57 49.23 52.29 66.48 67.77 69.45 67.62

GLIOMA 49.76 58.40 60.12 61.28 20.64 52.11 43.13 45.14
PIE 40.98 41.05 41.15 42.45 65.02 65.13 65.23 66.66

LUNG 71.34 71.51 72.33 73.51 69.31 69.17 71.94 72.64
MSTAR 79.25 74.67 80.08 81.43 79.92 73.14 79.97 80.66
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2.4 数值实验

BSUFS.此处统一取 𝑝, 𝑞 ∈ [0, 1).
表 2.4给出了四组方案在 ACC与 NMI指标下的聚类结果. 实验表明,方案 IV在绝大多数

数据集上均取得最优表现. 相较于方案 I,方案 IV在 USPS与 GLIOMA数据集上的 ACC分别

由 67.06%、49.76%提升至 70.77%、61.28%,性能提升显著. 对比方案 III与方案 IV可以发现,

引入 ℓ𝑞 范数正则后,所提方法的聚类 ACC与 NMI指标均有所提升,这表明 ℓ𝑞 范数对无监督

特征选择是有意义的.

图 2.5展示了 USPS与 UMIST数据集上变换矩阵𝑾 的热力图可视化结果. 由于图像数据

普遍存在背景噪声、纹理冗余等干扰,稀疏性强弱直接决定特征选择的不同. 显然,方案 IV融

合了 ℓ2,𝑝范数行稀疏与 ℓ𝑞范数元素级稀疏的双重优,获得了更稀疏的变换矩阵𝑾,即更聚焦于

有效特征.
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图 2.5: 变换矩阵的可视化结果

综合上述消融实验结果可知,所提 BSUFS通过引入双稀疏正则项能够提升主成分分析在

特征选择任务中的性能,这表明双稀疏优化框架具备合理性、有效性与可拓展性.

2.4.5 统计分析

为评估所有对比方法之间的两两差异,本节采用事后 Nemenyi检验开展统计显著性分析.

引入临界差值 (critical difference, CD)作为差异性判定依据,检验结果如图 2.6. 可以发现,相较

于 SOGFS、LapScore、UDFS与 RNE等基于图学习特征选择方法,所提 BSUFS在统计意义上

存在显著差异. 而与 FSPCA、SPCAFS、SPCA-PSD、PEN-PCAFS等基于主成分分析的特征选

择方法相比, BSUFS的表现并无显著性差异.
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图 2.6: Nemenyi检验结果

2.4.6 参数 𝑝与 𝑞分析

在所提 BSUFS双稀疏优化模型中, 𝑝 与 𝑞 常用的三种取值为 {0, 1/2, 2/3}. 为探究 𝑝, 𝑞 对

模型聚类性能的影响,图 2.7与图 2.8分别可视化了不同参数组合下 ACC与 NMI的结果. 图中

横轴表示参数 𝑝的不同取值,柱状图的颜色变化表示参数 𝑞的不同取值.

首先,不同数据集对应的最优 𝑝 与 𝑞 选择不同. 具体而言,对于 ISOLET数据集,最优的 𝑝

与 𝑞 分别为 0与 1/2,而对于 LUNG数据集,最优取值分别为 1/2与 2/3. 其次,在不同 𝑝 与 𝑞

取值下, ACC与对应的 NMI并不总是一致. 例如,对于 GLIOMA数据集,当 𝑝 = 0时, ACC的

变化幅度较大,这说明 𝑞 的选择会影响聚类的结果. 最后,对于 UMIST与 MSTAR数据集,当

𝑝与 𝑞同时取 0时,可取得最优聚类效果,这表明将取值范围从 (0, 1)扩展到 [0, 1)具有重要意
义. 由此可以看出,参数 𝑝与 𝑞需结合数据特性谨慎调节.
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图 2.7: 参数 𝑝与 𝑞对 ACC的影响

2.4.7 讨论

(1)特征相关性
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图 2.8: 参数 𝑝与 𝑞对 NMI的影响

图 2.9可视化了 COIL20与 USPS数据集上 SPCAFS与 BSUFS的特征相关性结果. 实验

统一选取前 10维关键特征,记为 𝐹1, 𝐹2, . . . , 𝐹10,并考察这些特征之间的相关性. 显然,与代表

性方法 SPCAFS相比,所提 BSUFS的特征相关性更低,这意味着引入 ℓ𝑞 范数能够消除冗余特

征并改善特征选择结果.
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(b) ISOLET (SPCAFS)
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(c) USPS (SPCAFS)
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(d) LUNG (SPCAFS)
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(e) COIL20 (BSUFS)
F1 F2 F3 F4 F5 F6 F7 F8 F9 F10

F1

F2

F3

F4

F5

F6

F7

F8

F9

F10

0.11

0.29

0.19

0.22

0.04

0.12

0.17

0.12

0.11

0.11

0.08

0.31

0.15

0.00

0.11

0.18

-0.00

0.04

0.29

0.08

0.04

0.61

0.22

0.01

-0.02

0.02

0.02

0.19

0.31

0.04

0.12

-0.06

0.15

0.44

0.11

0.30

0.22

0.15

0.61

0.12

0.23

0.06

0.11

0.06

0.14

0.04

0.00

0.22

-0.06

0.23

-0.03

-0.10

-0.05

-0.03

0.12

0.11

0.01

0.15

0.06

-0.03

-0.02

0.01

0.04

0.17

0.18

-0.02

0.44

0.11

-0.10

-0.02

0.19

0.30

0.12

-0.00

0.02

0.11

0.06

-0.05

0.01

0.19

0.04

0.11

0.04

0.02

0.30

0.14

-0.03

0.04

0.30

0.04

1.00

1.00

1.00

1.00

1.00

1.00

1.00

1.00

1.00

1.00

-1

-0.5

0

0.5

1

(f) ISOLET (BSUFS)
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(g) USPS (BSUFS)
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(h) LUNG (BSUFS)

图 2.9: 特征相关性可视化结果

(2)模型稳定性

为评估模型鲁棒性,本节开展 50次聚类实验,其箱线图如图 2.10所示. 可以观察到,无论

是 ACC还是 NMI指标, BSUFS的平均值整体上高于其他对比方法,尤其是在 ISOLET数据上

提升更为明显. 这是因为该数据集具有较强稀疏性,从而更充分地体现了双稀疏建模的优势.
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(b) ISOLET (ACC)
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(c) USPS (ACC)
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(d) LUNG (ACC)
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(e) COIL20 (NMI)
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(g) USPS (NMI)
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图 2.10: 模型稳定性比较

(3)参数敏感性

图 2.11探究了正则参数 𝜆1与 𝜆2对 ACC与 NMI指标的影响. 尽管不同 𝜆2带来的提升通

常不如不同 𝜆1 显著, 但仍存在差异, 这也从侧面验证了 BSUFS中双稀疏项的必要性. 总体而

言, ℓ2,𝑝 范数在 BSUFS中起主导作用,而 ℓ𝑞 范数在特征选择中起补充作用.

(a) COIL20 (ACC) (b) ISOLET(ACC) (c) USPS(ACC) (d) LUNG (ACC)

(e) COIL20 (NMI) (f) ISOLET (NMI) (g) USPS (NMI) (h) LUNG (NMI)

图 2.11: 参数敏感性分析

(4)算法收敛性

图 2.12展示了算法 1的目标函数值曲线. 可以看出,所提 BSUFS的目标函数呈现出持续

下降的一致趋势, 并在有限迭代次数内达到稳定. 尽管无法在理论上证明算法的收敛性, 但在

数值层面具有良好的收敛性.

24



2.5 本章小结

100 200 300 400 500

Iteration number

2

4

6

8

10

O
b

je
ct

iv
e 

fu
n

ct
io

n

10
5

(a) COIL20

100 200 300 400 500

Iteration number

2

4

6

8

10

O
b

je
ct

iv
e 

fu
n

ct
io

n

10
5

(b) ISOLET

100 200 300 400 500

Iteration number

1

1.5

2

2.5

3

3.5

O
b

je
ct

iv
e 

fu
n

ct
io

n

10
5

(c) USPS

100 200 300 400 500

Iteration number

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

O
b

je
ct

iv
e 

fu
n

ct
io

n

10
5

(d) LUNG

图 2.12: 算法收敛性分析

2.5 本章小结

本章针对无监督特征选择问题,将取值满足 𝑝, 𝑞 ∈ [0, 1) 的 ℓ2,𝑝 范数与 ℓ𝑞 范数共同引入主

成分分析,首次构造了统一的双稀疏正则方法. 技术上, ℓ2,𝑝 范数用于挖掘特征的稀疏结构,而

ℓ𝑞 范数用于抑制冗余特征带来的干扰. 在算法方面,利用流形优化和稀疏优化技巧设计了高效

的近端交替最小化求解策略,并分析了算法的计算复杂度. 实验结果表明,所提方法在 ACC与

NMI指标上均优于其他各类对比方法. 此外,还进一步验证,将参数 𝑝 与 𝑞 的取值范围扩展至

[0, 1) 是必要的,且二者的最优选择需由具体数据集决定. 总之,在无监督特征选择中, ℓ2,𝑝 范数

起主导作用,而 ℓ𝑞 范数可进一步强化特征筛选的效果并改善模型的鲁棒性.
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第 3章 基于稀疏联邦主成分分析的异常检测

联邦学习, 作为一种隐私保护框架, 在物联网通讯中受到广泛关注. 然而, 现有联邦主成

分分析缺乏对个性化与鲁棒性的有效适配,严重制约了异常检测任务的实际落地效果. 针对上

述不足, 本章提出了一种面向物联网异常检测的高效个性化联邦主成分分析 (efficient person-

alized federated PCA, FedEP). 该方法通过引入 ℓ1 范数实现客户端模型的个性化定制, 同时引

入 ℓ2,1 范数强化全局联邦模型的稳健性. 为求解非凸问题,设计了基于交替方向乘子法的黎曼

流形优化算法, 并给出了收敛性分析. 实验结果表明, 相较于当前主流联邦主成分分析, 所提

FedEP在关键评价指标上均实现提升.

3.1 引言

物联网 (Internet of things, IoT)已成为现代无线通信的基础,成功链接了网络空间与物理世

界[30]. 通过赋能数据驱动的自主决策,物联网技术正推动智慧城市、精准农业及新一代医疗健

康等多个领域的数字化转型, 深刻改变着人们的生产生活模式. 然而, 这种无处不在的互联互

通特性,也使得物联网生态系统面临各类复杂网络威胁的侵害[31]. 作为物联网安全防护的第一

道防线,异常检测在构建物联网生态系统安全框架中发挥着关键作用.

过去十年间,学术界和工业界已提出多种物联网异常检测方法. 集中式方法凭借复杂架构

取得了显著的检测精度,例如用于工业场景检测的双自编码器生成对抗网络 (generative adver-

sarial networks, GAN)[32]、统计分析驱动的自编码器[33],以及针对复杂物联网网络环境设计的

混合深度学习框架[34]. 然而，对集中式存储库的依赖带来了严峻的隐私泄露风险. 在此背景

下,联邦学习 (federated learning, FL)作为一种极具前景的分布式架构应运而生,通过在边缘设

备上完成本地模型训练,仅将模型参数或梯度上传至中央服务器进行聚合,有效缓解了数据孤

岛问题并强化了隐私保护[35]. 尽管已有大量研究将联邦学习应用于物联网入侵检测,包括基于

分组的联邦学习方法 (group-based federated learning, FedGroup)[36], 但这类基于深度学习的联

邦学习方法往往伴随着高昂的计算与通信开销. 其庞大的参数量频繁超出资源受限型边缘物

联网设备的承载能力,而资源密集型的反向传播过程,进一步挑战了现有计算卸载策略的可行

性. 因此,受限于传感器的计算能力与电池续航,亟需构建更轻量级的模型以维持高效运行[37].

近期, Nguyen 等[38]将主成分分析 (principal component analysis, PCA) 拓展到联邦学习框

架,提出了黎曼流形上的联邦主成分分析 (federated PCA on Grassmann manifold, FedPG).用户

无需交换原始数据,即可实现协作式子空间估计. 然而, FedPG在异构物联网环境部署时,仍面

临两个瓶颈. 一方面,个性化需求被低估[39]. 物联网数据在不同传感器及部署位置上呈现出固

有的非独立同分布 (non-independent and identically distributed, non-IID)特性, 强制采用单一全



3.2 数学模型

(a)现有 FedPG

Data 𝑋1

Personalized 𝑆1

Local 𝑊1

Global 

Model

Data 𝑋𝑖

Personalized 𝑆𝑖

Local 𝑊𝑖

Data 𝑋d

Personalized 𝑆d

Local 𝑊𝑑

… …

Global Update

Local Update

(b)所提 FedEP

图 3.1: 与现有方法的框架对比

局模型会导致对局部分布的次优拟合,进而降低网关级别的检测灵敏度[40]. 另一方面,对数据

损坏的鲁棒性不足[41]. 经典主成分分析对噪声和异常值高度敏感,若缺乏有效的鲁棒机制,原

始数据中的恶意扰动或传感器故障可能严重扭曲估计的子空间结构[42].

基于此,本章提出了一种面向物联网异常检测的高效个性化联邦主成分分析 (efficient per-

sonalized federated PCA, FedEP),整体结构如图 3.1所示. 该框架将每个客户端的本地数据分解

为低秩分量与稀疏分量,其中低秩分量用于捕获设备的正常行为模式,而稀疏分量则用于表征

异常信号. FedEP的独特之处在于,将个性化与双稀疏正则有机结合,利用 ℓ2,1范数施加行稀疏

以实现结构鲁棒性,利用 ℓ1 范数提供逐元素稀疏性以过滤冗余噪声. 需要说明的是,本章的双

稀疏正则作用于两个不同变量, 与第二章的双稀疏设定存在区别. 同时, 也没有采用非凸稀疏

正则项, 原因在于非凸正则虽理论上可获得更优的检测性能, 但对超参数选取敏感, 易降低模

型的稳定性与实际部署适用性. 本章的主要贡献为

(1) 提出了一种兼具性化与鲁棒性的物联网异常检测方法,允许每个局部模型捕获其特定的

数据分布,同时保持全局结构的一致性.

(2) 融合黎曼流形优化和半光滑牛顿技巧, 开发了一种基于交替方向乘子法的高效算法, 并

在理论上分析了算法的收敛性.

(3) 通过实验表明,所提方法相较于先进的 FedPG，在检测精度、个性化能力及计算效率三

个维度均展现出一定的优势.

3.2 数学模型

3.2.1 稀疏主成分分析

给定数据 𝑿 = (𝒙1, 𝒙2, . . . , 𝒙𝑝) ∈ R𝑛×𝑛,其中第 𝑗 个样本为 𝒙 𝑗 ∈ R𝑝. 稀疏主成分分析 (sparse

PCA, SPCA)[43]通过引入 ℓ1范数正则项实现投影矩阵𝑾 ∈ R𝑛×𝑚 的稀疏诱导,其数学模型为
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3.2 数学模型

min
𝑾

∥𝑿 −𝑾𝑾𝑇𝑿∥2
𝐹 + 𝛽∥𝑾∥2,1

s.t. 𝑾𝑇𝑾 = 𝑰𝑚,
(3.1)

其中, 𝛽 > 0为正则参数,用于调节𝑾 稀疏度. 在稀疏主成分分析的鲁棒性拓展研究中,鲁棒稀

疏主成分分析 (robust sparse PCA, RSPCA)[44]是一类重要的改进模型. 本质上, RSPCA将原始

观测数据分解为低秩有效分量与稀疏误差分量, 以此抑制离群点与噪声带来的模型退化问题,

对应的数学模型为

min
𝑾,𝑺

∥(𝑰 −𝑾𝑾𝑇 ) (𝑿 − 𝑺)∥2
𝐹 + 𝛼∥𝑺∥1

s.t. 𝑾𝑇𝑾 = 𝑰𝑚,
(3.2)

其中, 𝑺 为稀疏矩阵,用于捕获异常值引起的噪声,保障低维子空间 𝑾 能够精准获得原始数据

的结构信息. 此外, 𝛼 > 0为正则参数,用于控制噪声的强度.

3.2.2 联邦主成分分析

在物联网领域, 基于主成分分析的异常检测通过将高维数据投影到低秩子空间来识别恶

意流量. 对任意样本 𝒙 𝑗 ,定义其重构误差为

𝑺(𝒙 𝑗 ) = ∥(𝑰 −𝑾𝑾𝑇 )𝒙 𝑗 ∥2. (3.3)

当样本重构误差超出预设判别阈值时, 即可判定该样本为异常数据[45].然而, 传统主成分分析

难以处理恶意异常值以及集中式数据聚合带来的隐私风险. 为此, 联邦主成分分析[38] 应运而

生,旨在 𝑑 个网关之间寻求全局共识. 记第 𝑖 个本地客户端的观测数据为 𝑿𝑖 ∈ R𝑛×𝑝,对应局部

投影矩阵为𝑾𝑖 ∈ R𝑛×𝑚,则 FedPG可表示为

min
{𝑾𝑖},𝑽

𝑑∑
𝑖=1

∥𝑿𝑖 −𝑾𝑖𝑾
𝑇
𝑖 𝑿𝑖∥2

𝐹

s.t. 𝑾𝑖 = 𝑽, 𝑾𝑇
𝑖 𝑾𝑖 = 𝑰𝑚, ∀𝑖 ∈ [𝑑],

(3.4)

其中, [𝑑] = {1, 2, . . . , 𝑑}为索引集合, 𝑽为全局共识变量,强制各局部节点子空间保持全局一致

性. 与主成分分析相比, FedPG在分布式物联网异常检测中具备更优的适配性与泛化性能.

3.2.3 构建模型

结合分布式数据非独立同分布特性、局部噪声干扰与隐私保护的多重现实约束,本章构建

了如下 FedEP模型

min
{𝑾𝑖},{𝑺𝑖},𝑽

𝑑∑
𝑖=1

(∥(𝑰 −𝑾𝑖𝑾
𝑇
𝑖 ) (𝑿𝑖 − 𝑺𝑖)∥2

𝐹 + 𝛼∥𝑺𝑖∥1 + 𝛽∥𝑾𝑖∥2,1)

s.t. 𝑾𝑖 = 𝑽, 𝑾𝑇
𝑖 𝑾𝑖 = 𝑰, ∀𝑖 ∈ [𝑑] .

(3.5)
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其中, 𝑺𝑖 为第 𝑖个本地客户端的噪声, ∥𝑾𝑖∥2,1表示矩阵𝑾𝑖 的 ℓ2,1范数, 𝛼, 𝛽 > 0为正则参数.

与 FedPG[38] 等现有框架相比,所提 FedEP具有自适应个性化和结构鲁棒性的优势. 具体

而言,稀疏分量 𝑺𝑖可捕获局部特定的噪声和异常值,使模型能够适应物联网数据的非独立同分

布特性. 投影矩阵 𝑾𝑖 引入 ℓ2,1 范数,一方面实现冗余特征筛选,提升子空间学习的稳定性,另

一方面通过特征维度压缩,降低迭代的计算开销.

3.3 优化算法

由于模型涉及多个变量,本节采用交替方向乘子法 (alternating direction method of multipli-

ers, ADMM)对其进行迭代求解. 为此,首先引入辅助变量𝑼𝑖,将式 (3.5)等价转化为

min
{𝑾𝑖},{𝑺𝑖},{𝑼𝑖},𝑽

𝑑∑
𝑖=1

(∥(𝑰 −𝑾𝑖𝑾
𝑇
𝑖 )𝑼𝑖∥2

𝐹 + 𝛼∥𝑺𝑖∥1 + 𝛽∥𝑾𝑖∥2,1

s.t. 𝑿𝑖 − 𝑺𝑖 = 𝑼𝑖, ∀𝑖 ∈ [𝑑],
𝑾𝑖 − 𝑽 = 0, ∀𝑖 ∈ [𝑑],
𝑾𝑇
𝑖 𝑊𝑖 = 𝑰, ∀𝑖 ∈ [𝑑] .

(3.6)

根据 ADMM更新规则,全局增广拉格朗日函数 𝐿 可分解为 𝑑 个局部函数之和,实现去中心化

优化,其具体形式为

𝐿 ({𝑾𝑖}, {𝑺𝑖}, {𝑼𝑖},𝑽, {𝚲𝑖}, {𝚷𝑖}) =
𝑑∑
𝑖=1

𝐿𝑖 (𝑾𝑖, 𝑺𝑖,𝑼𝑖,𝑽,𝚲𝑖,𝚷𝑖), (3.7)

其中局部拉格朗日函数 𝐿𝑖 定义为

𝐿𝑖 (𝑾𝑖, 𝑺𝑖,𝑼𝑖,𝑽,𝚲𝑖,𝚷𝑖)

= ∥(𝑰 −𝑾𝑖𝑾
𝑇
𝑖 )𝑼𝑖∥2

𝐹 + 𝛼∥𝑺𝑖∥1 + 𝛽∥𝑾𝑖∥2,1

+ ⟨𝚲𝑖, 𝑿𝑖 − 𝑺𝑖 −𝑼𝑖⟩ +
𝜇

2
∥𝑿𝑖 − 𝑺𝑖 −𝑼𝑖∥2

𝐹

+ ⟨𝚷𝑖,𝑾𝑖 − 𝑽⟩ + 𝜈

2
∥𝑾𝑖 − 𝑽∥2

𝐹 ,

(3.8)

其中, 𝚲𝑖 和 𝚷𝑖 为拉格朗日乘子, 𝜇, 𝜈 > 0为惩罚参数. 该去中心化分解结构的优势在于,每个客

户端 𝑖可独立更新其局部变量𝑾𝑖,仅需在全局层面同步共识变量 𝑽,既能有效保护本地数据隐

私,又能显著降低节点间的通信开销.

3.3.1 更新𝑾𝑖

在每次迭代过程中, 𝑾𝑖 的更新需满足 Stiefel流形约束,即 𝑾𝑖 ∈ St(𝑛, 𝑚). 经过整理,变量

𝑾𝑖 的子问题可表示为
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3.3 优化算法

min
𝑾𝑖∈St(𝑛,𝑚)

∥(𝑰𝑛 −𝑾𝑖𝑾
𝑇
𝑖 )𝑼𝑘

𝑖 ∥2
𝐹 + 𝛽∥𝑾𝑖∥2,1 +

𝜈

2
∥𝑾𝑖 − 𝒁𝑘𝑖 ∥2

𝐹 , (3.9)

其中, 𝒁𝑘𝑖 = 𝑽𝑘 − 𝚷𝑘
𝑖 /𝜈为迭代过程中的中间变量. 需要注意的是,式 (3.9)的目标函数包含两个

光滑分量和一个非光滑正则, 且受非凸 Stiefel流形约束, 直接求解存在较大的计算挑战. 为简

化描述,将该子问题重新表述为光滑部分与非光滑部分,即

min
𝑾𝑖∈St(𝑛,𝑚)

ℎ(𝑾𝑖) + 𝑔(𝑾𝑖), (3.10)

其中

ℎ(𝑾𝑖) = ∥𝑼𝑘
𝑖 −𝑾𝑖𝑾

𝑇
𝑖 𝑼

𝑘
𝑖 ∥2

𝐹 + 𝜈

2
∥𝑾𝑖 − 𝒁𝑘𝑖 ∥2

𝐹 ,

𝑔(𝑾𝑖) = 𝛽∥𝑾𝑖∥2,1.
(3.11)

显然, ℎ(𝑾𝑖) 为光滑函数, 𝑔(𝑾𝑖) 为非光滑函数. 通过展开 Frobenius范数项,并利用 Stiefel流形

的正交性,可推导出当前迭代点𝑾𝑘
𝑖 处的梯度表达式为

∇ℎ(𝑾𝑘
𝑖 ) = −2𝑼𝑘

𝑖 (𝑼𝑘
𝑖 )𝑇𝑾𝑘

𝑖 + 𝜈(𝑾𝑘
𝑖 − 𝒁𝑘𝑖 ). (3.12)

为在严格满足 Stiefel流形约束的同时处理 𝑔(𝑾𝑖),采用交替流形近端梯度法 (alternating mani-

fold proximal gradient method, AManPG)[46]求解该子问题. 其中,下降方向 𝑫𝑖 通过求解以下带

约束的子问题确定

min
𝑫𝑖

⟨∇ℎ(𝑾𝑘
𝑖 ), 𝑫𝑖⟩ +

1
2𝑡
∥𝑫𝑖∥2

𝐹 + 𝛽∥𝑾𝑘
𝑖 + 𝑫𝑖∥2,1

s.t. 𝑫𝑇𝑾𝑘
𝑖 + (𝑾𝑘

𝑖 )𝑇𝑫 = 0,
(3.13)

其中, 𝑡 > 0为步长参数。当求得最优下降方向 𝑫∗
𝑖 后,下一迭代点通过黎曼收缩获得,即𝑾𝑘+1

𝑖 =

Retr𝑾𝑘
𝑖
(𝛼𝑫∗

𝑖 ). 这里, 𝛼通过回溯线搜索确定,以保证目标函数的充分下降.

设 𝚲𝑖 ∈ R𝑚×𝑚 为与切空间约束相关的对称拉格朗日乘子. 根据一阶最优性条件,可推导出

𝑫𝑖 关于 𝚲𝑖 的闭式解

𝑫𝑖 (𝚲𝑖) = prox2,1(𝐵(𝚲𝑖), 𝑡𝛽) −𝑾𝑘
𝑖 , (3.14)

其中, 𝐵(𝚲𝑖) = 𝑾𝑘
𝑖 − 𝑡 (∇𝐻 (𝑾𝑘

𝑖 ) −𝑾𝑘
𝑖 𝚲𝑖),以及 prox2,1是与 ℓ2,1范数相关的近端算子. 将 𝑫𝑖 (𝚲𝑖)

代入切空间约束条件,式 (3.13)可简化为求解如下方程组的根

𝑄(𝚲𝑖) = 𝑫𝑖 (𝚲𝑖)𝑇𝑾𝑘
𝑖 + (𝑾𝑘

𝑖 )𝑇𝑫𝑖 (𝚲𝑖) = 0. (3.15)

受文献[47]启发,采用半光滑牛顿 (semi-smooth Newton, SSN)方法求解上述方程组,以保证寻找

最优下降方向的快速收敛性.
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3.3.2 更新 𝑺𝑖

固定其他变量, 𝑺𝑖 的子问题可简化为

min
𝑺𝑖

𝛼∥𝑺𝑖∥1 +
𝜇

2
∥𝑺𝑖 − 𝑴𝑘

𝑖 ∥2
𝐹 , (3.16)

其中, 𝑴𝑘
𝑖 = 𝑿𝑖 −𝑼𝑘

𝑖 +𝚲𝑘
𝑖 /𝜇为迭代中间变量. 该子问题可通过软阈值操作求解,其解析形式为

𝑺𝑘+1
𝑖 = sgn(𝑴𝑘

𝑖 ) ⊙ max(|𝑴𝑘
𝑖 | − 𝛼/𝜇, 0), (3.17)

其中, ⊙表示哈达玛积 (Hadamard product),即逐元素乘积, sgn(·) 为逐元素符号函数.

3.3.3 更新𝑼𝑖

当𝑾𝑖 与 𝑺𝑖 更新后,计算

min
𝑼𝑖

∥(𝑰 −𝑾𝑘+1
𝑖 (𝑾𝑘+1

𝑖 )𝑇 )𝑼𝑖∥2
𝐹 + 𝜇

2
∥𝑼𝑖 − (𝑿𝑖 − 𝑺𝑘+1

𝑖 + 𝚲𝑘
𝑖 /𝜇)∥2

𝐹 . (3.18)

对目标函数关于𝑼𝑖 求导并令导数为零,可得如下线性方程组

2(𝑰 −𝑾𝑘+1
𝑖 (𝑾𝑘+1

𝑖 )𝑇 )𝑼𝑖 + 𝜇(𝑼𝑖 − (𝑿𝑖 − 𝑺𝑘+1
𝑖 + 𝚲𝑘

𝑖 /𝜇)) = 0. (3.19)

令 𝒀 𝑘𝑖 = 𝑿𝑖 − 𝑺𝑘+1
𝑖 + 𝚲𝑘

𝑖 /𝜇,为加速矩阵求逆计算,利用 Sherman-Morrison-Woodbury公式[48] 对

上述线性方程组求解,最终得到𝑼𝑖 的解析形式为

𝑼𝑘+1
𝑖 =

(
𝜇

𝜇 + 2
𝑰 + 2

𝜇 + 2
𝑾𝑘+1
𝑖 (𝑾𝑘+1

𝑖 )𝑇
)
𝒀 𝑘𝑖 . (3.20)

3.3.4 更新 𝑽

作为全局共识变量, 𝑽 的子问题为

min
𝑽

𝑑∑
𝑖=1

𝜈

2
∥𝑾𝑘+1

𝑖 − 𝑽 +𝚷𝑘
𝑖 /𝜈∥2

𝐹 , (3.21)

其解析形式为

𝑽𝑘+1 =
1
𝑑

𝑑∑
𝑖=1

(𝑾𝑘+1
𝑖 +𝚷𝑘

𝑖 /𝜈). (3.22)

结合文献[49],可进一步化简为

𝑽𝑘+1 =
1
𝑑

𝑑∑
𝑖=1

𝑾𝑘+1
𝑖 . (3.23)
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算法 1求解式 (3.5)的交替方向乘子法
输入: 数据 {𝑿𝑖},参数 𝛼, 𝛽, 𝜇, 𝜈, 𝛾, 𝜀, 𝑚, 𝑡,最大迭代次数 𝐾max, 𝑇max

初始化: 令 𝑘 = 0,取 ({𝑾0
𝑖 }, {𝑺0

𝑖 }, {𝑼0
𝑖 },𝑽0, {𝚲0

𝑖 }, {𝚷0
𝑖 }), 𝑖 ∈ [𝑑]

当 𝑘 < 𝐾max 时

1: for all 𝑖 ∈ [𝑑] do
2: 更新𝑾𝑘+1

𝑖

3: 令 𝑗 = 0,初始化𝑾0
𝑖 = 𝑾𝑘

𝑖

4: while 𝑗 < 𝑇max do
5: 根据式 (3.12)计算欧氏梯度 ∇ℎ(𝑾 𝑗

𝑖 )
6: 通过 SSN方法求解 𝑄(𝚲𝑖) = 0得到下降方向 𝑫 𝑗

𝑖

7: 令 𝛼 = 1,通过回溯线搜索确定步长 𝛼

8: 更新𝑾 𝑗+1
𝑖 = 𝑅𝑾 𝑗

𝑖
(𝛼𝑫 𝑗

𝑖 )
9: 令 𝑗 = 𝑗 + 1

10: end while
11: 令𝑾𝑘+1

𝑖 = 𝑾 𝑗
𝑖

12: 根据式 (3.17)更新 𝑺𝑘+1
𝑖

13: 根据式 (3.20)更新𝑼𝑘+1
𝑖

14: end for
15: 根据式 (3.23)更新全局变量 𝑽𝑘+1

16: for all 𝑖 ∈ [𝑑] do
17: 根据式 (3.24)更新对偶变量 𝚲𝑘+1

𝑖 与 𝚷𝑘+1
𝑖

18: end for
19: 令 𝑘 = 𝑘 + 1
结束循环
输出: 全局变量 𝑽

3.3.5 更新 𝚲𝑖 和 𝚷𝑖

拉格朗日乘子 𝚲𝑖 和 𝚷𝑖 的更新形式为

𝚲𝑘+1
𝑖 = 𝚲𝑘

𝑖 + 𝜇(𝑿𝑖 − 𝑺𝑘+1
𝑖 −𝑼𝑘+1

𝑖 ),

𝚷𝑘+1
𝑖 = 𝚷𝑘

𝑖 + 𝜈(𝑾𝑘+1
𝑖 − 𝑽𝑘+1).

(3.24)

综合上述各变量的更新步骤,完整的迭代流程如算法 1所示.

3.3.6 收敛性分析

定理 3.1 设 ({𝑾𝑘
𝑖 }, {𝑺𝑘𝑖 }, {𝑼𝑘

𝑖 },𝑽𝑘 , {𝚲𝑘
𝑖 }, {𝚷𝑘

𝑖 }) 为算法 1生成的迭代序列,则其增广拉格朗日

函数 𝐿 ({𝑾𝑘
𝑖 }, {𝑺𝑘𝑖 }, {𝑼𝑘

𝑖 },𝑽𝑘 , {𝚲𝑘
𝑖 }, {𝚷𝑘

𝑖 }) 是单调递减的.

证明 根据文献[46],式 (3.9)对应的目标值是单调不增的,因此
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3.4 数值实验

𝐿𝑖 (𝑾𝑘+1
𝑖 , 𝑺𝑘𝑖 ,𝑼

𝑘
𝑖 ,𝑽

𝑘 ,𝚲𝑘
𝑖 ,𝚷

𝑘
𝑖 ) ≤ 𝐿𝑖 (𝑾𝑘

𝑖 , 𝑺
𝑘
𝑖 ,𝑼

𝑘
𝑖 ,𝑽

𝑘 ,𝚲𝑘
𝑖 ,𝚷

𝑘
𝑖 ), ∀𝑖 ∈ [𝑑] . (3.25)

由于变量 𝑺𝑖 的子问题均为凸函数,最小化步骤满足

𝐿𝑖 (𝑾𝑘+1
𝑖 , 𝑺𝑘+1

𝑖 ,𝑼𝑘
𝑖 ,𝑽

𝑘 ,𝚲𝑘
𝑖 ,𝚷

𝑘
𝑖 ) ≤ 𝐿𝑖 (𝑾𝑘+1

𝑖 , 𝑺𝑘𝑖 ,𝑼
𝑘
𝑖 ,𝑽

𝑘 ,𝚲𝑘
𝑖 ,𝚷

𝑘
𝑖 ), ∀𝑖 ∈ [𝑑] . (3.26)

同理,变量𝑼𝑖 的子问题均为强凸函数,有

𝐿𝑖 (𝑾𝑘+1
𝑖 , 𝑺𝑘+1

𝑖 ,𝑼𝑘+1
𝑖 ,𝑽𝑘 ,𝚲𝑘

𝑖 ,𝚷
𝑘
𝑖 ) < 𝐿𝑖 (𝑾𝑘+1

𝑖 , 𝑺𝑘+1
𝑖 ,𝑼𝑘

𝑖 ,𝑽
𝑘 ,𝚲𝑘

𝑖 ,𝚷
𝑘
𝑖 ), ∀𝑖 ∈ [𝑑] . (3.27)

此外,关于变量 𝑽 有

𝐿 ({𝑾𝑘+1
𝑖 }, {𝑺𝑘+1

𝑖 }, {𝑼𝑘+1
𝑖 },𝑽𝑘+1, {𝚲𝑘

𝑖 }, {𝚷𝑘
𝑖 })

< 𝐿 ({𝑾𝑘+1
𝑖 }, {𝑺𝑘+1

𝑖 }, {𝑼𝑘+1
𝑖 },𝑽𝑘 , {𝚲𝑘

𝑖 }, {𝚷𝑘
𝑖 }).

(3.28)

关于拉格朗日乘子 𝚲𝑖, 𝚷𝑖 有

𝐿𝑖 (𝑾𝑘+1
𝑖 , 𝑺𝑘+1

𝑖 ,𝑼𝑘+1
𝑖 ,𝑽𝑘+1,𝚲𝑘+1

𝑖 ,𝚷𝑘+1
𝑖 )

≤ 𝐿𝑖 (𝑾𝑘+1
𝑖 , 𝑺𝑘+1

𝑖 ,𝑼𝑘+1
𝑖 ,𝑽𝑘+1,𝚲𝑘+1

𝑖 ,𝚷𝑘
𝑖 )

≤ 𝐿𝑖 (𝑾𝑘+1
𝑖 , 𝑺𝑘+1

𝑖 ,𝑼𝑘+1
𝑖 ,𝑽𝑘+1,𝚲𝑘

𝑖 ,𝚷
𝑘
𝑖 ), ∀𝑖 ∈ [𝑑] .

(3.29)

综合上述不等式 (3.25)-(3.29),得到

𝐿 ({𝑾𝑘+1
𝑖 }, {𝑺𝑘+1

𝑖 }, {𝑼𝑘+1
𝑖 },𝑽𝑘+1, {𝚲𝑘+1

𝑖 }, {𝚷𝑘+1
𝑖 })

< 𝐿 ({𝑾𝑘
𝑖 }, {𝑺𝑘𝑖 }, {𝑼𝑘

𝑖 },𝑽𝑘 , {𝚲𝑘
𝑖 }, {𝚷𝑘

𝑖 }),
(3.30)

这表明生成的增广拉格朗日函数序列是单调递减的,定理得证.

文献[38]虽借助 Kurdyka-Lojasiewicz (KL)函数证明了算法收敛至稳定点,但其目标函数为

光滑函数,而式 (3.5)包含非光滑目标项. 此外,在迭代更新𝑾𝑖 的过程中,最优解的求解需要满

足额外约束条件, 这使得收敛至稳定点的理论证明具有一定的难度. 文献[50] 虽提出了一种具

备收敛保障的黎曼交替方向乘子法,但其理论假设仍不适用于算法 1. 因此,本章将更为严谨的

收敛性分析留作后续研究工作,下一节将基于真实数据集开展实验,验证算法的实际性能.

3.4 数值实验

本节在入侵检测系统 (intrusion detection system, IDS)部署场景下,将所提 FedEP与多种主

流联邦学习方法进行对比,包括 FedAvg[51]、FedProx[52]、Dittoli2021ditto及 FedPG[38]. 为保证公

平,实验均在配备 Intel Ultra 9 Processor 285K处理器、Ubuntu 22.04.4 LTS操作系统、64GB内

存及 NVIDIA RTX 5090 GPU的服务器上完成.
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3.4.1 实验设置

(1)数据集

实验部分选择三个真实网络入侵检测数据集进行评估,分别为 TON-IoT1, UNSW-NB152及

NSL-KDD3.其中, TON-IoT包含 49个特征,涵盖 DDoS、DoS及扫描攻击等多种常见网络攻击

类型,经标准化后处理后,得到 114-956个训练样本与 66,557个测试样本. UNSW-NB15由澳大

利亚国防学院网络安全研究中心开发, 包含 39 个特征, 融合了真实网络正常流量与合成的现

代攻击场景,其训练集与测试集分别包含 65,000个和 65,332个样本. NSL-KDD数据集包含 34

个特征,涵盖五类攻击类型 (DoS、Probe、R2L、U2R及 Normal),共包含 125,973个训练样本

与 22,544个测试样本. 各数据集的详细信息如表 3.1所示.

表 3.1: 所选数据集信息

数据集 特征数 训练样本数 测试样本数 类别数
TON-IoT 49 114,956 66,557 10

UNSW-NB15 39 65,000 65,332 10
NSL-KDD 34 125,973 22,544 5

(2)评估指标

为评估对比方法的检测性能,本章采用五种通用的指标. 定义真正例 (true positive, TP)、真

负例 (true negative, TN)、假正例 (false positive, FP)及假负例 (false negative, FN).

准确率 (accuracy, ACC):正确分类的比例,定义为

ACC =
TP + TN

TP + TN + FP + FN
. (3.31)

精确率 (precision, PRE):正确识别的攻击占所有预测攻击的比例,定义为

PRE =
TP

TP + FP
. (3.32)

召回率 (recall, REC):正确检测的攻击占所有实际攻击的比例,定义为

REC =
TP

TP + FN
. (3.33)

假负率 (false negative rate, FNR):异常被错误分类为正常的比例,定义为

FNR =
FN

TP + FN
. (3.34)

F1分数 (F1): 精确率与召回率的调和平均值,定义为

1https://research.unsw.edu.au/projects/toniot-datasets
2https://research.unsw.edu.au/projects/unsw-nb15-dataset
3https://www.unb.ca/cic/datasets/nsl.html
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3.4 数值实验

F1 =
2TP

2TP + FP + FN
. (3.35)

需要指出, ACC、PRE、REC及 F1的值越高, FNR的值越低,表明方法的异常检测效果越好. 为

直观区分各指标优劣,在对应指标后分别标注 ↑或 ↓.

(3)预处理

在实际 IDS部署中,本地物联网设备通过网关连接,以实现数据收集与异常检测的本地化

处理. 每个数据集的训练样本均基于 dst_bytes特征划分为 20个非独立同分布子集. 所有数据

集的特征均采用 𝑧分数归一化方法进行预处理,以消除特征量纲差异对模型训练的影响. 所有

联邦学习方法均在基于主成分分析的异常检测框架下实现. 每个客户端学习正常流量的低维

子空间,并根据重构误差识别异常数据. FedPG采用官方源代码复现, FedAvg、FedProx和 Ditto

采用完全相同的实验配置与网络结构, 仅在优化策略上存在差异. 训练过程中, 所有方法采用

相同的局部迭代次数与客户端采样比例. 异常检测阈值通过验证集校准,以确保公平对比. 此

外,所有超参数均通过网格搜索方法进行优化。

3.4.2 性能比较

本节评估了所提 FedEP与其他对比方法的异常检测性能,如表 3.2、表 3.3和表 3.4所示. 可

以看出, FedEP在三个数据集上均取得了极具竞争力的检测结果. 具体而言,在 TON-IoT数据

集上, FedEP的准确率达到 90.48%, F1分数达到 94.52%,综合表现优于其他对比方法. FedProx

在UNSW-NB15与NSL-KDD数据集上取得了最低的漏检率,体现了其在稳定本地训练方面的

优势. 与此同时,相较于 Ditto和 FedPG,所提 FedEP能够在各项评价指标间实现最优均衡,展

现了方法的鲁棒性.

表 3.2: TON-IoT数据集的检测性能对比

指标 FedAvg FedProx Ditto FedPG FedEP
ACC ↑ 88.88% 88.06% 89.07% 88.89% 90.48%
PRE ↑ 91.93% 91.44% 91.03% 90.84% 92.48%
REC ↑ 95.28% 94.83% 96.66% 96.67% 96.65%
FNR ↓ 4.72% 5.17% 3.34% 3.33% 3.35%
F1 ↑ 93.57% 93.10% 93.76% 93.66% 94.52%

图 3.2给出了对比方法的接收者操作特征 (receiver operating characteristic, ROC)曲线及对

应的曲线下面积 (area under the curve, AUC)值. 结果显示, FedEP在三个数据集上均取得了更

高的 AUC值,即 TON-IoT数据集上 AUC值为 0.8305、UNSW-NB15数据集上为 0.8632、NSL-

KDD数据集上为 0.8899,分别高于 FedPG对应的 0.8132、0.8483和 0.8851. 这表明 FedEP在

不同网络环境下,能够更好地权衡真正例率与假正例率. 此外,图 3.3展示了对比方法准确率随

全局通信轮次的演化过程. 结果表明,在三个数据集上, FedEP均能在前 10个通信轮次内即达
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3.4 数值实验

表 3.3: UNSW-NB15数据集的检测性能对比

指标 FedAvg FedProx Ditto FedPG FedEP
ACC ↑ 82.84% 82.55% 82.56% 80.93% 83.31%
PRE ↑ 82.89% 80.38% 82.95% 81.58% 82.17%
REC ↑ 94.84% 99.02% 94.25% 93.66% 97.00%
FNR ↓ 5.16% 0.98% 5.75% 6.34% 3.00%
F1 ↑ 88.46% 88.73% 88.24% 87.20% 88.97%

表 3.4: NSL-KDD数据集的检测性能对比

指标 FedAvg FedProx Ditto FedPG FedEP
ACC ↑ 82.99% 83.30% 83.50% 84.09% 84.24%
PRE ↑ 86.07% 86.55% 86.98% 89.78% 89.66%
REC ↑ 83.66% 83.67% 83.53% 81.30% 81.75%
FNR ↓ 16.34% 16.33% 16.47% 18.70% 18.25%
F1 ↑ 84.85% 85.09% 85.22% 85.33% 85.52%

到峰值准确率. 这证实了 FedEP中个性化初始化的有效性,使全局模型能够更好地针对局部分

布进行微调,从而最小化在联邦物联网系统中达到最优性能所需的轮次数.
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(c) NSL-KDD

图 3.2: 各数据集 ROC曲线
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(c) NSL-KDD

图 3.3: 各数据集通信轮次的准确率
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3.4.3 个性化分析

(1)特征重要性

为探究所提稀疏正则对模型可解释性的影响, 图 3.4以参数绝对权重和为量化指标, 可视

化了特征重要性. 如红色分布结果所示, FedEP 具备高度集中化的权重分配特性, 仅少量关键

特征被赋予显著权重系数. 反观蓝色曲线对应的 FedPG,其对大量次要冗余特征均分配了不可

忽略的权重. 该结果说明, FedEP 能够有效过滤冗余信息并抑制噪声影响, 这对于防止异构物

联网环境中的过拟合至关重要.
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图 3.4: 各数据集特征重要性可视化结果

(2)消融实验

本节开展如下消融实验,包括 (I)同时去除个性化项 𝑺𝑖 和特征提取项 ∥𝑾𝑖∥2,1; (II)去除特

征提取项 ∥𝑾𝑖∥2,1; (III) 去除个性化项 𝑺𝑖; (IV) 将 ∥𝑾𝑖∥2,1 范数替换为 ∥𝑾𝑖∥21 范数; (V) 所提

FedEP,即式 3.5.

不同数据集上的消融实验结果分别如表 3.5、表 3.6和表 3.7所示. 由表 3.5可知,在 TON-

IoT 数据集上, 情形 V 的准确率达到 90.48%, F1 分数为 94.52%, 性能全面优于其余对比情形.

尽管在该数据集上性能提升幅度有限, 但一致的性能增益验证了误差分解与结构稀疏约束的

有效性. 由表 3.6可知,在UNSW-NB15数据集上,尽管情形 I与情形 III的召回率高达 100.00%,

但存在显著的过度预测问题,导致其准确率与精确率表现不佳. 采用 ℓ1 范数的情形 IV虽能在

一定程度上改善该问题, 但综合表现仍弱于情形 V.这表明具有行稀疏性质的 ℓ2,1 范数能够更
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有效地筛选冗余特征并抑制噪声干扰. 由表 3.7可知,在 NSL-KDD数据集上,情形 V依旧保持

最高的准确率与 F1分数. 综上所述，所提 FedEP能够很好地适用于异构物联网场景下的联邦

异常检测任务。

表 3.5: TON-IoT数据集消融实验

指标 I II III IV V
ACC ↑ 89.63% 89.63% 89.71% 89.58% 90.48%
PRE ↑ 91.60% 91.60% 91.68% 91.55% 92.48%
REC ↑ 96.66% 96.66% 96.66% 96.66% 96.67%
FNR ↓ 3.34% 3.34% 3.34% 3.34% 3.33%
F1 ↑ 94.06% 94.06% 94.11% 94.04% 94.52%

表 3.6: UNSW-NB15数据集消融实验

指标 I II III IV V
ACC ↑ 77.84% 81.61% 75.74% 82.77% 83.31%
PRE ↑ 75.79% 79.34% 74.09% 80.65% 82.17%
REC ↑ 100.00% 99.37% 100.00% 98.91% 97.00%
FNR ↓ 0.00% 0.63% 0.00% 1.09% 3.00%
F1 ↑ 86.23% 88.23% 85.12% 88.85% 88.97%

表 3.7: NSL-KDD数据集消融实验

指标 I II III IV V
ACC ↑ 84.09% 84.20% 84.12% 84.15% 84.24%
PRE ↑ 89.56% 89.62% 89.66% 89.54% 89.66%
REC ↑ 81.56% 81.72% 81.50% 81.70% 81.75%
FNR ↓ 18.44% 18.28% 18.50% 18.30% 18.25%
F1 ↑ 85.38% 85.49% 85.39% 85.44% 85.52%

3.4.4 效率分析

(1)通信开销

对于联邦学习方法来说,通信开销是一个重要的问题. 图 3.5对比了各模型的通信开销与

检测准确率. 其中, FedEP(0.5)、FedEP(0.7)与 FedEP(0.9)分别表示将占比为 0.5、0.7、0.9的特

征以零向量形式进行传输. 由图中蓝色柱状结果可以看出,相较于 FedPG,所提 FedEP能够显

著降低通信开销. 具体而言, FedEP(0.9)在三个数据集上均可将通信开销降低 80%以上. 同时,

红色折线结果表明,即使在高稀疏度条件下,模型准确率仍能保持稳定. 因此,借助 ℓ2,1 范数正

则, FedEP实现了通信效率与模型精度之间的权衡.
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(b) UNSW-NB15数据集

FedPG FedEP FedEP(0.5) FedEP(0.7) FedEP(0.9)0

20

40

60

80

100

120

140

160

C
om

m
un

ic
at

io
n 

C
os

t

80

82

84

86

88

A
C

C

(c) NSL-KDD数据集

图 3.5: 各数据集通信开销对比

(2)训练时间

图 3.6刻画了客户端数量由 100递增至 500过程中,模型单轮训练耗时的变化规律,以秒

为单位. 可以看出,所提 FedEP的计算效率显著优于 FedPG,尤其在 NSL-KDD数据集上,训练

效率实现近 2倍的提升.
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图 3.6: 各数据集每轮训练时间

图 3.7 给出了累计训练时间的综合比较. 尽管两种方法相对于全局通信轮次均呈线性增

长,但 FedEP在三个数据集上均表现出更优的效率. 这些结果表明,所提 FedEP有效降低了不

同网络环境下的计算开销,使其更适合资源受限的物联网环境.
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(b) UNSW-NB15
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(c) NSL-KDD

图 3.7: 各数据集累计训练时间

(3)秩选择的影响

表 3.8、表 3.9及表 3.10展示了秩 𝑟 ∈ {5, 10, . . . , 30}对异常检测性能的影响. 在所有数据

集上, FedEP均在 𝑟 = 5时取得最优性能, 表明物联网流量的内在结构可通过紧凑的子空间有

效捕获. 随着秩参数 𝑟 不断增大,两种方法的性能均有所下降. 究其原因,高维子空间易过拟合
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3.4 数值实验

噪声和异常值,从而模糊正常样本与异常样本之间的特征. 然而, FedEP相比 FedPG表现出更

优的结构稳定性. 以 NSL-KDD数据集为例,当 𝑟 = 30时, FedPG的准确率大幅跌落至 75.62%，

而 FedEP仍可稳定维持 83.34%. 即便选取次优秩参数, FedEP依旧能够保持更高的 F1得分. 原

因在于稀疏分量 𝑺𝑖 可自适应处理数据残余噪声,防止其扭曲估计的子空间. 综上, FedEP表现

出更强的鲁棒性, 验证了其在建模复杂联邦数据方面的有效性. 关于秩的选择, 未来可设计一

种自适应选择策略,以适配各类不同数据集.

表 3.8: TON-IoT数据集秩选择结果

秩 ACC ↑ F1 ↑

𝑟 FedPG FedEP FedPG FedEP
5 88.82% 90.48% 93.63% 94.52%

10 87.72% 89.69% 93.05% 94.09%
15 79.84% 89.74% 87.75% 94.12%
20 87.98% 89.92% 93.18% 94.22%
25 89.10% 89.38% 93.78% 93.93%
30 86.74% 88.42% 92.56% 93.39%

表 3.9: UNSW-NB15数据集秩选择结果

秩 ACC ↑ F1 ↑

𝑟 FedPG FedEP FedPG FedEP
5 80.97% 83.22% 87.24% 89.01%

10 81.19% 77.24% 88.05% 85.91%
15 79.85% 72.88% 86.90% 83.65%
20 82.04% 81.77% 87.15% 88.14%
25 77.81% 76.73% 84.54% 85.64%
30 72.94% 70.07% 80.39% 82.26%

表 3.10: NSL-KDD数据集秩选择结果

秩 ACC ↑ F1 ↑

𝑟 FedPG FedEP FedPG FedEP
5 84.09% 84.24% 85.33% 85.52%

10 83.42% 83.95% 84.87% 85.23%
15 83.88% 81.23% 85.13% 83.80%
20 83.48% 83.15% 84.80% 85.05%
25 80.99% 84.53% 81.99% 85.97%
30 75.62% 83.34% 75.43% 84.44%
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3.5 本章小结

(4)训练损失

为进一步探究所提 FedEP的收敛特性，本节在图 3.8中可视化了三个数据集上多轮通信

过程的训练损失曲线. 结果表明, FedEP在所有数据集上均表现出收敛速度快、收敛过程稳定

的特点. 具体来看,训练损失在初始几轮通信中急剧下降,并快速收敛至低位平稳状态,说明模

型在训练前期即可学习到有效的特征表征.
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图 3.8: 各数据集训练损失

3.5 本章小结

本章针对物联网异常检测问题,提出了一种高效的个性化联邦主成分分析框架. 与现有施

加严格共识约束的联邦主成分分析方法不同, 所提方法不仅允许本地网关在充分利用全局知

识共享优势,还支持自主维护个性化模型参数,有效兼顾了全局协同性与本地适配性. 此外,开

发了一种基于交替方向乘子法的高效流形优化算法,其子问题可通过半光滑牛顿高效求解. 数

值实验结果表明,所提方法相较于 FedAvg、FedProx、Ditto及 FedPG等代表性方法,在检测准

确率上实现了显著提升,同时具备更高的计算效率.
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第 4章 基于稀疏正交非负矩阵分解的故障检测

随着现代工业过程的日益复杂, 数据驱动的故障检测技术已成为保障系统稳定运行的关

键手段. 为进一步提升非负矩阵分解在故障检测任务中的性能,本章提出了结构化联合稀疏正

交非负矩阵分解 (structured joint sparse orthogonal NMF, SJSONMF).该方法将图正则、稀疏约

束与正交约束有机融入经典非负矩阵分解框架,不仅增强了模型的判别能力,还能有效剔除基

向量间的冗余, 从而提升了故障检测结果的可解释性. 更为关键的是, 本章还开发了一种基于

近端交替非负最小二乘的优化算法,并提供了严格的收敛性分析. 最后,通过田纳西-伊斯曼与

实际轴承故障的数值仿真,验证了所提 SJSONMF的有效性与优越性.

4.1 引言

故障检测 (fault detection, FD)是工业过程中的关键环节,能够保障生产安全,从而在一定程

度上避免经济损失. 与基于模型的故障检测方法相比,数据驱动的故障检测仅依赖于过程数据,

无需构建复杂的机理模型,因此更适用于全厂级复杂工业过程. 作为一类主流的数据驱动方法,

多元统计分析已被广泛应用于故障检测领域, 包括主成分分析 (principal component analysis,

PCA)、独立成分分析 (independent component analysis, ICA)、偏最小二乘 (partial least squares,

PLS)、Fisher判别分析 (Fisher discriminant analysis, FDA)、典型相关分析 (canonical correlation

analysis, CCA)以及非负矩阵分解 (nonnegative matrix factorization, NMF).需要指出的是,主成

分分析要求过程数据服从高斯分布,独立成分分析则要求数据遵循非高斯分布,而非负矩阵分

解除对数据具有非负性要求外无其他严格假设, 因此能够有效处理高斯与非高斯两类过程数

据. 目前,非负矩阵分解已在工业界和学术界引起广泛关注.

非负矩阵分解作为一种强大的降维技术, 旨在为原始数据寻求低维子空间表示[53]. 将正

则项或约束条件与非负矩阵分解相结合,能够显著提升矩阵分解的性能,并增强局部特征的识

别能力. 例如, 图非负矩阵分解 (graph NMF, GNMF)[54] 通过引入图拉普拉斯矩阵, 进而考虑

了数据的局部不变性与内部几何特征. 稀疏非负矩阵分解 (sparse NMF, SNMF)[55] 有助于节

省大量存储空间并增强局部特征的提取, 以更好地表示原始数据的特征. 正交非负矩阵分解

(orthogonal NMF, ONMF)[56]能够有效避免成分重叠问题. 这些非负矩阵分解变体已在机器学

习、模式识别等领域得到充分验证, 展现出良好的应用前景. 此外, 已有研究提出稀疏正交正

则化联合非负矩阵分解 (sparse orthogonality-regularized joint NMF, SOJNMF)[57]. 通过引入稀疏

性与正交性, 不仅能够识别多维分子调控模块, 还能在保证系数矩阵稀疏性的同时, 降低多维

模块间的特征重叠率.

尽管非负矩阵分解及其变体在多个领域取得了显著进展, 但它们在故障检测领域的应用



4.2 数学模型

尚未得到充分研究. Li 等[58]首次将非负矩阵分解扩展至非高斯过程的故障检测领域, 在基准

田纳西伊斯曼过程 (Tennessee Eastman Process, TEP)上的数值实验表明,与主成分分析、独立成

分分析相比, 基于非负矩阵分解的方法具有更优的故障检测性能与更广泛的适用性. 此后, 各

类基于非负矩阵分解的故障检测方法不断涌现. Li等[59]通过将正约束投影与非负矩阵分解相

结合,构建了广义非负矩阵投影 (generalized nonnegative matrix projection, GNMP). Zhai等[60]将

低维原始数据投影至更高维特征空间,提出核非负矩阵分解 (kernel NMF, KNMF),实现了对非

线性工业过程的有效处理. Wang等[61]利用数据块内的局部信息与块间的全局信息,提出自适

应分区非负矩阵分解 (adaptive partition NMF, APNMF). Ren等[62]引入深度自编码器,构建深度

非负矩阵分解 (deep NMF, DNMF),实现了输入过程数据的自动非线性映射. 最近, Xiu等[63]提

出基于图拉普拉斯矩阵与联合稀疏性的结构化联合稀疏非负矩阵分解 (structured joint sparse

NMF, SJSNMF),不仅保留了内部几何结构,还确定了潜在变量的行稀疏性.

基于非负矩阵分解的故障检测方法已展现出良好的应用成效, 但仍可通过两方面改进进

一步提升其建模性能. 一方面, 正交性在主成分分析中发挥着关键作用, 不仅能够有效去除数

据中的冗余信息,还能生成更具判别的结果,因此将正交性约束引入非负矩阵分解模型有望优

化故障检测效果. 另一方面, 现有基于非负矩阵分解求解算法的收敛性尚未得到充分讨论, 而

在数值优化领域,算法的收敛性直接影响数值结果的稳定性,因此构建具有收敛性保证的算法

是提升模型实用性的关键.

受上述分析的启发,本章基于非负矩阵分解提出了一种有效的数据驱动故障检测模型,称

为结构化联合稀疏正交非负矩阵分解 (structured joint sparse orthogonal NMF, SJSONMF).本章

的主要贡献为

(1) 构建了新的数据驱动的故障检测模型,通过基矩阵上的正交性约束减少基向量之间的相

关性,并通过系数矩阵上的行稀疏性约束丢弃系数矩阵行中的不重要信息.

(2) 设计了近端交替非负最小二乘 (proximal alternating nonnegative least squares, PANLS) 算

法,不仅能够保证收敛性,还能显著提升收敛速度.

(3) 在复杂化工生产过程基准数据集与实际轴承故障数据集上开展数值实验, 验证了所提

SJSONMF的性能. 尽管两类故障存在许多差异,但所提方法均表现出优异的检测效果.

4.2 数学模型

4.2.1 非负矩阵分解

设 𝑿 ∈ R𝑚×𝑛为包含 𝑚个过程变量和 𝑛个样本的非负过程数据矩阵. 非负矩阵分解旨在寻

找非负矩阵𝑾 和 𝑯,使得 𝑿 ≈ 𝑾𝑯,其数学描述为

min
𝑾,𝑯

1
2
∥𝑿 −𝑾𝑯∥2

𝐹 , (4.1)
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4.3 算法设计

其中, 𝑾 ∈ R𝑚×𝑟+ 为基矩阵, 𝑯 ∈ R𝑟×𝑛+ 为系数矩阵,参数 𝑟 需满足 𝑟 ≪ min{𝑚, 𝑛},用于控制分解
的维度与复杂度.

基于经典非负矩阵分解方法, SJSNMF将数据的几何信息嵌入图拉普拉斯矩阵,从而有效

捕获过程变量间的内在关联,同时通过引入联合稀疏性约束,实现对过程数据全局结构的学习.

具体地,数学模型为

min
𝑾,𝑯

1
2
∥𝑿 −𝑾𝑯∥2

𝐹 + 𝜆tr(𝑯𝑳𝑯𝑇 )

s.t. 𝑾 ≥ 0, 𝑯 ≥ 0, ∥𝑯∥2,0 ≤ 𝑠,
(4.2)

其中, 𝜆 > 0为正则化参数, 𝑳 表示图拉普拉斯矩阵, 𝑠 > 0为稀疏度参数,用于控制系数矩阵 𝑯

的非零行数,进而调整故障变量的数量.

4.2.2 构建模型

现有基于非负矩阵分解的故障检测模型普遍存在一个关键缺陷, 即未考虑基矩阵中不同

基向量之间的冗余性. 已有研究表明,引入正交性约束不仅能够得到由不相交分量叠加而成的

潜在有效数据表示,还可显著提升模型的聚类性能[64]. 基于此,本章构造了 SJSONMF模型

min
𝑾,𝑯

1
2
∥𝑿 −𝑾𝑯∥2

𝐹 + 𝜆tr(𝑯𝑳𝑯𝑇 )

s.t. 𝑾 ≥ 0, 𝑯 ≥ 0, 𝑾𝑇𝑾 = 𝑰, ∥𝑯∥2,0 ≤ 𝑠,
(4.3)

其中, 𝑾𝑇𝑾 = 𝑰 是正交性约束, 𝑰 为单位矩阵. 当式 (4.3) 中移除正交性约束 𝑾𝑇𝑾 = 𝑰 时,

SJSONMF模型退化为式 (4.2). 若进一步移除联合稀疏约束 ∥𝑯∥2,0 ≤ 𝑠,则退化为 GNMF.

正如文献[65]所述,非负性约束𝑾 ≥ 0和正交性约束𝑾𝑇𝑾 = 𝑰 的组合等价于𝑾 的每一行

最多有一个正元素,且𝑾 的每一列均满足单位范数约束. 该性质从理论上保证了基矩阵𝑊 的

稀疏性,同时确保了各基向量之间的非重叠性. 此外,文献[63]仅设计了基于交替最小化的优化

算法, 未对算法的收敛性进行严格的理论分析. 与之不同, 本章将构建具有收敛性保证的近端

交替非负最小二乘算法,并完成详细的收敛性证明.

4.3 算法设计

由于式 (4.3)包含两个非凸约束,即𝑾𝑇𝑾 = 𝑰与 ∥𝑯∥2,0 ≤ 𝑠,且目标函数在变量𝑾与 𝑯上

不可分离,目前尚无快速求解器可直接对其进行求解[66]. 为简化表述,将目标函数记为

𝑓 (𝑾,𝑯) = 1
2
∥𝑿 −𝑾𝑯∥2

𝐹 + 𝜆tr(𝑯𝑳𝑯𝑇 ), (4.4)

分别定义变量𝑊 和 𝐻 的可行域如下

O = {𝑾 ∈ R𝑚×𝑟 | 𝑾 ≥ 0, 𝑾𝑇𝑾 = 𝑰} (4.5)
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4.3 算法设计

算法 1求解式 (4.3)的近端交替非负最小二乘法
输入: 数据 𝑿 ∈ R𝑚×𝑛,参数 𝜆, 𝑠, 𝜏1, 𝜏2

初始化: 令 𝑘 = 0,取 (𝑾0,𝑯0)
当 未收敛 时

1: 更新𝑾𝑘+1,即求解如下优化问题

min
𝑾

𝑙 (𝑾) = 𝑓 (𝑾,𝑯𝑘 ) + 𝜏1
2
∥𝑾 −𝑾𝑘 ∥2

𝐹

s.t. 𝑾 ≥ 0, 𝑾𝑇𝑾 = 𝑰
(4.7)

2: 更新 𝑯𝑘+1,即求解如下优化问题

min
𝑯

𝑞(𝑯) = 𝑓 (𝑾𝑘+1,𝑯) + 𝜏2
2
∥𝑯 − 𝑯𝑘 ∥2

𝐹

s.t. 𝑯 ≥ 0, ∥𝑯∥2,0 ≤ 𝑠
(4.8)

结束循环
输出: (𝑾𝑘+1,𝑯𝑘+1)

以及 S+ = S
⋂

R𝑟×𝑛+ ,其中

S = {𝑯 ∈ R𝑟×𝑛 | ∥𝑯∥2,0 ≤ 𝑠}. (4.6)

算法 1给出了求解式 (4.3)的算法框架,其中 𝜏1, 𝜏2 > 0为近端项对应的近端参数. 需要特别说

明的是,近端项的引入不仅能保证算法收敛,还可有效加快收敛.

4.3.1 更新𝑾𝑘+1

对于同时包含非负性约束与正交性约束的优化问题,即便目标函数连续可微,现有方法仍

相对匮乏. 最近, Jiang等[65]通过等价转化优化模型、保留部分约束,并利用精确罚函数思想简

化投影计算,提出了实用精确罚函数 (practical exact penalty, PEP),数值表现突出. 式 (4.7)可转

化为如下形式

min
𝑾∈OB𝑚,𝑟

+
𝑙 (𝑾) s.t. ∥𝑾𝒗∥ = 1, (4.9)

其中,函数 𝑙 (·) 为算法 1中式 (4.7)的目标函数, OB𝑚,𝑟
+ = OB𝑚,𝑟 ∩ R𝑚×𝑟+ ,且

OB𝑚,𝑟 = {𝑾 ∈ R𝑚×𝑟 | ∥𝒘 𝑗 ∥ = 1, 𝑗 = 1, . . . , 𝑟}. (4.10)

此处 𝒗 可简单取为 𝒆/
√
𝑟,其中 𝒆 ∈ R𝑟 为所有元素均为 1的实向量. 进一步,根据文献[65],通过

保留约束 OB𝑚,𝑟
+ 并对约束 ∥𝑾𝒗∥ = 1施加惩罚,可得式 (4.9)的精确罚函数模型

min
𝑾∈OB𝑚,𝑟

+
𝑃𝜎 (𝑾) = 𝑙 (𝑾) + 𝜎(∥𝑾𝒗∥2 − 1). (4.11)
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4.3 算法设计

算法 2求解式 (4.7)的实用精确罚函数法
输入: 数据𝑾𝑘 ,𝑯𝑘 ,参数 𝛾, 𝜎, 𝜖1, 𝜖2

初始化: 令 𝑡 = 0,取𝑾0 = 𝑾𝑘

当 未收敛 时

1: 采用投影梯度法求解𝑾 𝑡+1,满足

∥ min(𝑾 𝑡+1, grad𝑃𝜎 (𝑾 𝑡+1))∥𝐹 ≤ 𝜖1, 𝑃𝜎 (𝑾 𝑡+1) ≤ 𝑃𝜎 (𝑾 𝑡) (4.13)

2: 检查收敛性: ∥𝑾 𝑡+1𝒗∥2 − 1 ≤ 𝜖2
结束循环
输出: 𝑾𝑘+1 = 𝑾 𝑡+1

式 (4.9)可通过算法 2求解. 这里, 𝜎 为罚参数, 𝛾 用于迭代过程中增大 𝜎, 𝜖1 和 𝜖2 为容差

参数. 此外，grad𝑃𝜎 (𝑾) 为 𝑃𝜎 (·) 在流形 OB𝑚,𝑟 上点𝑾 处的黎曼梯度,即

grad𝑃𝜎 (𝑾) = ∇𝑃𝜎 (𝑾) −𝑾Diag(𝑾𝑇∇𝑃𝜎 (𝑾)). (4.12)

4.3.2 更新 𝑯𝑘+1

对于含 ℓ0 范数稀疏性约束与非负性约束的向量型非负优化问题, 改进迭代硬阈值 (im-

proved iterative hard thresholding, IIHT)[67]是一种有效求解方法. 为此, 将 IIHT 算法推广至含

ℓ2,0范数约束与非负性约束的矩阵型优化情况,具体实现如算法 3所示. 其中,

supp(𝑯𝑡+1) = {(𝑖, 𝑗) | 𝐻𝑡+1
𝑖 𝑗 ≠ 0}, (4.14)

且 ∇supp(𝑯𝑡+1)𝑞(𝑯𝑡+1) ∈ R𝑟×𝑛,如果 (𝑖, 𝑗) ∈ supp(𝑯𝑡+1),其 (𝑖, 𝑗) 元素等于 ∇𝑞(𝑯𝑡+1) 的 (𝑖, 𝑗) 元
素,否则等于 0.

4.3.3 收敛性分析

对目标函数 𝑓 关于变量𝑾 和 𝑯分别求导,可得其梯度表达式为

∇𝑾 𝑓 (𝑾,𝑯) = −(𝑿 −𝑾𝑯)𝑯𝑇 ,

∇𝑯 𝑓 (𝑾,𝑯) = −𝑾𝑇 (𝑿 −𝑾𝑯) + 2𝜆𝑯𝑳.
(4.16)

为后续收敛性分析,设 N(𝑾,O) 和 N(𝑯, S+) 分别表示 O在𝑾 处的法锥和 S+在 𝑯处的法锥,

L(𝑾,O) 是 O在𝑾 处的线性化锥, T (𝑾,O) 是 O在𝑾 处的切锥. 此外,给定一个锥 K,用 K𝑜

表示 K 的极锥.

定义 4.1 对于式 (4.3),若可行点 (𝑾,𝑯)满足
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4.3 算法设计

算法 3求解式 (4.8)的改进迭代硬阈值法
输入: 数据𝑾𝑘+1,𝑯𝑘 ,参数 𝜀, 𝛽 ∈ (0, 1)
初始化: 令 𝑡 = 0,取 𝑯0 = 𝑯𝑘

当 未收敛 时

1: 计算 𝑯𝑡+1 ∈ PS+ (𝑯𝑡 − 𝜌𝑡∇𝑞(𝑯𝑡)),其中步长 𝜌𝑡 = 𝜌0𝛽
𝑐𝑡 ,且 𝑐𝑡 是满足下式的最小非负整数 𝑐

𝑞(𝑯𝑡 (𝜌0𝛽
𝑐)) ≤ 𝑞(𝑯𝑡) − 𝜌0𝛽

𝑐

2
∥𝑯𝑡 (𝜌0𝛽

𝑐) − 𝑯𝑡 ∥2
𝐹 (4.15)

以及 𝑯𝑡 (𝜌) ∈ PS+ (𝑯𝑡 − 𝜌∇𝑞(𝑯𝑡))
2: 检查收敛性: ∥∇supp(𝑯𝑡+1)𝑞(𝑯𝑡+1)∥𝐹 ≤ 𝜀
结束循环
输出: 𝑯𝑘+1 = 𝑯𝑡+1

−∇𝑾 𝑓 (𝑾,𝑯) ∈ N (𝑾,O), ∇𝑯 𝑓 (𝑾,𝑯) ∈ N (𝑯, S+), (4.17)

则称 (𝑾,𝑯) 为驻点.

定理 4.1 设 {(𝑾𝑘 ,𝑯𝑘 )}是由算法 1生成的序列,则 { 𝑓 (𝑾𝑘 ,𝑯𝑘 )}非增.

证明 根据算法 1中式 (4.7)与 (4.8)的更新规则,有

𝑓 (𝑾𝑘+1,𝑯𝑘+1) ≤ 𝑓 (𝑾𝑘+1,𝑯𝑘+1) + 𝜏2
2
∥𝑯𝑘+1 − 𝑯𝑘 ∥2

𝐹

≤ 𝑓 (𝑾𝑘+1,𝑯𝑘 )

≤ 𝑓 (𝑾𝑘+1,𝑯𝑘 ) + 𝜏1
2
∥𝑾𝑘+1 −𝑾𝑘 ∥2

𝐹

≤ 𝑓 (𝑾𝑘 ,𝑯𝑘 ).

(4.18)

因此 { 𝑓 (𝑾𝑘 ,𝑯𝑘 )}非增. 若 (𝑾𝑘+1,𝑯𝑘+1) ≠ (𝑾𝑘 ,𝑯𝑘 ),则严格递减,即

𝑓 (𝑾𝑘+1,𝑯𝑘+1) < 𝑓 (𝑾𝑘 ,𝑯𝑘 ). (4.19)

定理 4.2 设 {(𝑾𝑘 ,𝑯𝑘 )}是由算法 1生成的序列,则 {(𝑾𝑘 ,𝑯𝑘 )}至少存在一个聚点.

证明 注意到式 (4.5)中𝑾 的可行域 O为紧集,故 {𝑾𝑘 } ⊆ O有界,且𝑾𝑘 均为正交矩阵. 以下

证明 {𝑯𝑘 }同样有界. 反设 {𝑯𝑘 }无界,则存在无穷子列 𝐾 ⊆ {1, 2, . . . },使得

lim
𝑘→∞, 𝑘∈𝐾

∥𝑯𝑘 ∥𝐹 = +∞. (4.20)

由 {𝑾𝑘 }的有界性,存在子列 𝐾1 ⊆ 𝐾 满足

lim
𝑘→∞, 𝑘∈𝐾1

𝑾𝑘 = 𝑾∗, (4.21)

其中, (𝑾∗)𝑇𝑾∗ = 𝑰.又 { 𝑯𝑘

∥𝑯𝑘 ∥𝐹
}有界,故存在进一步子列 𝐾2 ⊆ 𝐾1,使得
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4.3 算法设计

lim
𝑘→∞, 𝑘∈𝐾2

𝑯𝑘

∥𝑯𝑘 ∥𝐹
= 𝑯, (4.22)

其中, ∥𝑯∥𝐹 = 1.结合式 (4.4)中 𝑓 (𝑾,𝑯)的定义及 𝑳的半正定性,有

𝑓 (𝑾𝑘 ,𝑯𝑘 ) = 1
2
∥𝑿 −𝑾𝑘𝑯𝑘 ∥2

𝐹 + 𝜆tr(𝑯𝑘𝑳(𝑯𝑘 )𝑇 )

≥ 1
2
∥𝑿 −𝑾𝑘𝑯𝑘 ∥2

𝐹 .
(4.23)

从而

lim
𝑘→∞, 𝑘∈𝐾2

𝑓 (𝑾𝑘 ,𝑯𝑘 )
∥𝑯𝑘 ∥2

𝐹

≥ lim
𝑘→∞, 𝑘∈𝐾2

1
2





 𝑿

∥𝑯𝑘 ∥𝐹
−𝑾𝑘 𝑯𝑘

∥𝑯𝑘 ∥𝐹





2

𝐹

=
1
2
∥𝑾∗𝑯∥2

𝐹 =
1
2
∥𝑯∥2

𝐹 =
1
2
.

(4.24)

这意味着

lim
𝑘→∞, 𝑘∈𝐾2

𝑓 (𝑾𝑘 ,𝑯𝑘 ) = +∞, (4.25)

这与 { 𝑓 (𝑾𝑘 ,𝑯𝑘 )}有界矛盾. 因此, {(𝑾𝑘 ,𝑯𝑘 )}有界,必至少存在一个聚点.

定理 4.3 设 {(𝑾𝑘 ,𝑯𝑘 )} 是由算法 1生成的序列,则 {(𝑾𝑘 ,𝑯𝑘 )} 的任意聚点 (𝑾∗,𝑯∗) 均为式
(4.3)的驻点.

证明 设 (𝑾∗,𝑯∗)为 {(𝑾𝑘 ,𝑯𝑘 )}的任一聚点,则存在无穷子列 𝐾 ⊆ {1, 2, . . . }使得

lim
𝑘→∞, 𝑘∈𝐾

(𝑾𝑘 ,𝑯𝑘 ) = (𝑾∗,𝑯∗), (4.26)

由 𝑓 (𝑾,𝑯)的连续性,则

lim
𝑘→∞, 𝑘∈𝐾

𝑓 (𝑾𝑘 ,𝑯𝑘 ) = 𝑓 (𝑾∗,𝑯∗). (4.27)

结合式 (4.18)和 𝑳 是半正定矩阵,得到 { 𝑓 (𝑾𝑘 ,𝑯𝑘 )} 非增且有下界,故收敛. 对式 (4.18)取极

限 𝑘 → ∞,可得

lim
𝑘→∞

∥𝑯𝑘+1 − 𝑯𝑘 ∥𝐹 = 0, lim
𝑘→∞

∥𝑾𝑘+1 −𝑾𝑘 ∥𝐹 = 0. (4.28)

进而

lim
𝑘→∞, 𝑘∈𝐾

𝑯𝑘+1 = 𝑯∗, lim
𝑘→∞, 𝑘∈𝐾

𝑾𝑘+1 = 𝑾∗. (4.29)

由于𝑾𝑘+1是式 (4.7)的全局极小点,从而

−∇𝑙 (𝑾𝑘+1) = −∇𝑾 𝑓 (𝑾𝑘+1,𝑯𝑘 ) − 𝜏1(𝑾𝑘+1 −𝑾𝑘 )

∈ L𝑜 (𝑾𝑘+1,O).
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4.4 数值实验

图 4.1: TEP流程布局图

根据文献[65],可行集 O满足 Guignard约束规范,即 T 𝑜 (𝑾𝑘+1,O) = L𝑜 (𝑾𝑘+1,O). 因此,

−∇𝑙 (𝑾𝑘+1) ∈ N (𝑾𝑘+1,O). (4.30)

另一方面,式 (4.8)中的目标函数 𝑞(𝑯)强凸且强光滑. 因 𝑯𝑘+1为其全局极小点,故满足最

优性条件

000 ∈ PT (𝑯𝑘+1,S+) (−∇𝑞(𝑯
𝑘+1)). (4.31)

该条件等价于

−∇𝑞(𝑯𝑘+1) = −∇𝑯 𝑓 (𝑾𝑘+1,𝑯𝑘+1) − 𝜏2(𝑯𝑘+1 − 𝑯𝑘 )

∈ N (𝑯𝑘+1, S+). (4.32)

对上述最优性条件沿子列取极限,即知 (𝑾∗,𝑯∗)为 (4.3)的驻点.

算法 1 中式 (4.7) 与式 (4.8) 引入的近端项在收敛性分析中起到关键作用, 保证了极限点

(𝑾∗,𝑯∗) 为式 (4.3)的驻点. 传统交替非负最小二乘算法因可行集的非凸性, 难以直接应用于

式 (4.3). 尽管近端技术已在文献[66] 中采用,但其所考虑的模型未同时包含正交约束与稀疏约

束,结构相对简单.

4.4 数值实验

本节通过数值实验探讨所提 SJSONMF在基准数据集上的有效性和优越性,对比方法包括

NMF[58]、GNMF[54]、SNMF[55]、ONMF[56]、KNMF[60]及 SJSNMF[63]. 同时引入 PCA作为对

比,进一步凸显基于非负矩阵分解的有效性.
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4.4 数值实验

表 4.1: TEP数据集上 T2统计量对比

故障 PCA NMF GNMF SNMF ONMF KNMF SJSNMF SJSONMF
IDV(1) 99.12 99.00 99.38 99.25 99.50 99.12 99.25 99.88
IDV(2) 99.38 98.00 97.25 98.62 98.50 98.50 98.00 98.62
IDV(3) 0.88 1.88 3.25 2.50 1.12 3.38 1.88 3.75
IDV(4) 20.88 78.12 70.25 81.75 78.62 83.00 79.00 92.12
IDV(5) 24.12 21.25 23.12 22.38 22.12 23.88 18.00 24.12
IDV(6) 99.12 99.38 99.62 99.00 99.88 99.00 99.50 100
IDV(7) 100 100 100 100 100 100 100 100
IDV(8) 96.88 89.75 93.12 92.50 89.12 91.12 92.62 93.00
IDV(9) 1.75 2.50 1.88 2.12 1.12 0.50 1.62 2.75

IDV(10) 29.62 31.62 36.38 23.00 32.38 33.62 36.88 25.62
IDV(11) 20.62 56.12 57.12 51.62 53.12 54.37 51.38 57.88
IDV(12) 92.38 92.38 86.75 90.62 90.50 90.38 93.50 91.75
IDV(13) 93.62 92.50 93.75 91.12 79.12 94.12 93.62 94.12
IDV(14) 89.25 98.00 94.38 96.00 99.88 99.75 99.88 99.88
IDV(15) 1.38 0.75 4.25 6.12 2.00 2.62 2.62 2.88
IDV(16) 13.50 41.12 71.75 43.50 47.88 42.12 57.50 74.25
IDV(17) 46.25 49.50 47.12 85.12 81.12 70.38 88.62 84.88
IDV(18) 89.25 87.38 84.25 88.12 88.00 87.88 88.88 89.12
IDV(19) 1.88 3.00 4.50 16.00 7.75 1.38 10.88 12.88
IDV(20) 21.75 35.88 40.12 39.12 41.50 45.75 37.62 39.25
IDV(21) 39.25 24.88 34.12 33.12 37.12 42.15 35.00 47.50
平均 51.47 57.29 59.16 60.08 59.54 60.14 61.25 63.54

4.4.1 实验设置

(1)诊断策略

对于新采集的样本 𝑿new ∈ R𝑚×𝑛，矩阵 𝑯的重构量 𝑯̂可表示为

𝑯̂ = (𝑾𝑇𝑾)−1W𝑇𝑿new = 𝑾𝑇𝑿new. (4.33)

基于非负矩阵分解的检测模型, 上式可表述为 𝑿̂ = 𝑾𝑯̂. 引入 T2 统计量与平方预测误差

(squared prediction error, SPE)统计量,具体构造如下

T2 = 𝑯̂
𝑇
𝑯̂, SPE = (𝑿new − 𝑿̂)𝑇 (𝑿new − 𝑿̂). (4.34)

需要说明的是, T2 统计量与 SPE统计量的控制限无法通过特定的近似分布直接确定. 因此,本

章采用核密度估计 (kernel density estimation, KDE)方法估计其概率密度函数，并据此计算两

类统计量的控制. 对于给定的置信水平 𝛼,控制限 𝐽th满足
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表 4.2: TEP数据集上 SPE统计量对比

故障 PCA NMF GNMF SNMF ONMF KNMF SJSNMF SJSONMF
IDV(1) 99.25 99.38 98.75 99.12 99.38 99.25 99.38 99.62
IDV(2) 95.75 95.12 97.62 98.38 98.25 98.50 98.62 98.38
IDV(3) 2.62 1.38 1.25 1.62 1.62 4.12 2.12 2.25
IDV(4) 100 90.75 94.88 92.12 66.00 84.12 87.88 86.88
IDV(5) 20.88 22.75 22.25 21.50 26.25 31.00 21.50 29.50
IDV(6) 100 100 100 100 99.75 98.88 100 100
IDV(7) 100 100 100 99.88 100 100 100 100
IDV(8) 83.62 96.62 97.12 95.12 94.50 95.88 93.38 96.75
IDV(9) 1.75 1.25 1.25 1.75 0.88 0.88 1.75 1.38

IDV(10) 25.75 39.25 35.00 37.00 38.38 50.12 48.62 44.75
IDV(11) 74.88 64.62 60.25 63.25 44.25 60.12 57.88 59.75
IDV(12) 98.50 89.62 92.88 94.75 93.88 89.38 92.88 90.00
IDV(13) 95.25 91.75 94.12 89.75 90.88 93.12 91.75 94.25
IDV(14) 98.88 99.88 94.88 99.88 99.88 97.75 99.88 100
IDV(15) 3.00 1.62 1.38 2.88 3.25 6.50 1.50 5.50
IDV(16) 27.38 38.25 61.88 40.50 62.25 39.00 52.00 57.00
IDV(17) 55.38 64.12 43.88 57.38 81.62 75.50 88.50 82.75
IDV(18) 90.12 89.62 85.75 90.50 88.75 87.50 89.88 89.25
IDV(19) 3.52 10.88 6.50 7.00 9.75 0.50 10.25 11.88
IDV(20) 29.75 36.00 37.38 44.88 62.00 47.50 43.25 50.25
IDV(21) 47.25 26.38 37.12 37.00 29.38 42.25 46.12 57.25
平均 59.55 59.96 60.20 60.68 61.47 61.99 63.20 64.64

𝑃(𝐽 < 𝐽th) =
∫ th

−∞
𝑝(𝐽)𝑑𝐽 = 𝛼. (4.35)

对应于 T2统计量与 SPE统计量的控制限分别记为 𝐽th,T2 和 𝐽th,SPE,其故障检测逻辑为
𝑇2 < 𝐽th,T2 且 SPE < 𝐽th,SPE ⇒ 无故障,

𝑇2 ≥ 𝐽th,T2 或 SPE ≥ 𝐽th,SPE ⇒ 故障.
(4.36)

(2)参数设置

对于所提 SJSONMF,置信限 𝛼设置为 0.99,图拉普拉斯矩阵按照文献[68]的方法构造,参数

𝜆、𝜏1和 𝜏2通过五折交叉验证技术,在候选参数集 {10−5, 10−4, . . . , 103}内基于无故障数据进行
寻优确定. 稀疏度水平 𝑠的取值从较小值开始逐步增大,直至达到最优故障检测性能. 同时,算

法 1、算法 2和算法 3的最大迭代次数均设置为 500,算法 2和算法 3的收敛阈值 𝜖1、𝜖2 和 𝜀

均取 10−4,算法 1的停止准则采用相对误差,具体表达式为
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图 4.2: 故障 IDV(6)的检测性能对比

max
{
∥𝑾𝑘+1 −𝑾𝑘 ∥𝐹

∥𝑾𝑘 ∥𝐹
,
∥𝑯𝑘+1 − 𝑯𝑘 ∥𝐹

∥𝑯𝑘 ∥𝐹

}
≤ 10−5. (4.37)

为保证实验的公平性, 对于所有其他方法, 若涉及可调参数, 均采用相同的五折交叉验证

技术进行参数寻优,最大迭代次数统一设置为 500,并采用式 (4.37)作为算法停止准则,确保所

有对比算法的实验条件一致.

(3)评估指标

本次实验采用故障检测率 (fault detection rate, FDR)作为评估故障检测性能的指标[69],以

T2统计量为例,定义如下

样本数 (T2 ≥ 𝐽th,𝑇2 | 𝑓 ≠ 0)
总样本数 ( 𝑓 ≠ 0) × 100%. (4.38)

显然,在故障检测任务中, FDR值越高，表明故障检测性能越好.

4.4.2 TEP数据集应用

(1)数据集
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4.4 数值实验
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图 4.3: IDV(21)的检测性能对比

田纳西-伊斯曼过程 (Tennessee-Eastman process, TEP)是一个典型的化工过程,目前已被广

泛应用于各类故障检测方法的性能测试中. 该过程的具体布局详见图 4.1,详情可参考文献[70].

在实验中,采用正常操作条件下的数据进行离线训练,选取 21种故障数据开展在线测试.

(2)实验结果

各对比方法的 T2统计量与 SPE统计量分别见表 4.1和表 4.2,其中各指标的最佳性能结果

以粗体标注. 由实验结果可知,基于非负矩阵分解的各类方法,其统计量平均值均高于 PCA,这

表明非负矩阵分解在故障检测任务中具有更优势. 具体而言,从表 4.1中故障 IDV(16)的测试

结果来看, NMF的 𝑇2统计量为 41.12%,而 SJSONMF的 T2统计量达到 74.25%,性能提升幅度

达 33.13%. 这说明,在非负矩阵分解模型中加入合理的约束条件或正则项,能够有效提升故障

检测的性能. 此外,在 SPE统计量指标上, ONMF的表现优于 GNMF与 SNMF,验证了正交性

约束在故障检测中具有更强的潜力. 更为重要的是, SJSNMF与 SJSONMF的统计量平均值均

高于 KNMF,且 SJSONMF在多数故障场景下均取得了最优性能,进一步表明将图拉普拉斯矩

阵、联合稀疏性与正交性约束融合到非负矩阵分解框架中,极具应用前景.

图 4.2和图 4.3展示了故障 IDV(6)与 IDV(21)的检测结果,其中红线代表控制限,蓝线代
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4.4 数值实验

表 𝑇2或 SPE统计量的实时数值. 由图 4.2可见, IDV(6)故障对应的 T2与 SPE统计量的检测率

均超过 99%,表明基于非负矩阵分解的方法能够成功完成该类故障的检测任务. 故障 IDV(21)

涉及一个恒定位置故障,具体表现为流 4的阀门固定于稳态位置,属于一类检测难度较高的故

障类型. 从图 4.3的检测结果可以看出, SJSONMF在 600-800区间内能够检测到更多的故障样

本,显著优于其他基于非负矩阵分解的对比方法,进一步验证了所提方法的优越性。
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图 4.4: 正交矩阵可视化对比

(3)正交性分析

本节旨在从实验计算结果出发,阐释将正交性约束引入到 SJSNMF的有效性. 图 4.4对比

了 SJSNMF与 SJSONMF在 TEP数据集上学习到的基矩阵. 可以清晰发现, SJSONMF所获得

的基矩阵具有更强的判别性,其每一行最多仅包含一个正元素,该特性能够大幅消除不同基向

量之间的冗余信息,从而提升模型的故障检测性能.

图 4.5: XJTU-SY轴承数据集的实验平台
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4.5 结论

4.4.3 轴承数据集应用

(1)数据集

XJTU-SY轴承数据集[71]为轴承全生命周期监测数据集,涵盖了轴承从正常运行状态到完

全失效的全过程, 其对应的实验平台如图 4.5 所示. 该实验测试台专门设计用于滚动轴承在

不同操作工况下的加速退化测试, 其中径向载荷通过液压加载系统产生并作用于被测轴承的

壳体, 转速则由交流感应电机的速度控制器进行精准设定与稳定维持. 本研究共选取 15种典

型故障类型, 所有故障均在三种不同操作条件下完成测试. 对于每种故障场景, 训练样本包含

1,000组正常状态数据,测试样本包含 200组正常状态数据与 800组故障状态数据.

(2)实验结果

各对比方法的 T2统计量如表 4.3所示. 实验结果表明,对比模型的故障检测率在绝大多数

工况下均超过 90%,所提 SJSONMF在多数故障场景下取得了最高的故障检测率,且在所有工

况下的平均检测性能最优,进一步验证了 SJSONMF的有效性.

表 4.3: XJTU-SY轴承上的 T2统计量对比

轴承 PCA NMF GNMF SNMF ONMF KNMF SJSNMF JSONMF
1_1 92.50 85.88 93.00 78.00 92.38 92.75 91.75 95.75
1_2 98.25 94.25 93.88 97.62 92.25 94.75 99.00 99.25
1_3 99.33 95.25 95.67 97.88 98.12 97.75 99.12 99.75
1_4 39.67 28.75 33.12 45.62 22.12 22.75 23.12 44.25
1_5 100 92.50 91.50 97.88 94.25 96.25 98.75 99.38
2_1 100 89.62 93.38 94.88 99.62 97.25 97.62 97.25
2_2 99.00 98.33 97.50 96.88 96.12 97.00 99.38 99.62
2_3 99.75 95.25 91.88 96.88 91.88 96.62 97.62 99.50
2_4 100 92.25 93.75 89.62 92.50 93.25 95.00 97.88
2_5 99.88 88.88 89.00 87.75 88.25 87.75 93.38 96.25
3_1 95.88 80.38 87.33 85.50 77.12 86.62 90.00 96.50
3_2 90.88 74.25 77.12 71.50 75.25 83.75 87.38 94.25
3_3 90.88 92.75 95.33 93.88 92.88 93.12 94.62 98.75
3_4 95.88 91.50 93.38 95.25 93.50 97.12 98.50 98.25
3_5 100 92.60 89.62 83.62 84.75 87.00 90.38 98.25
平均 93.62 86.16 87.70 87.50 86.07 88.25 90.37 94.33

4.5 结论

本章针对数据驱动故障诊断检测效果不稳定的问题, 提出了基于结构化联合稀疏正交非

负矩阵分解的数据驱动故障检测方法. 通过正交性约束减少相关性,利用稀疏性约束剔除冗余
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4.5 结论

表 4.4: XJTU-SY轴承上的 SPE统计量对比

轴承 PCA NMF GNMF SNMF ONMF KNMF SJSNMF SJSONMF
1_1 88.00 100 100 100 100 100 100 100
1_2 92.00 100 100 100 100 100 100 100
1_3 92.00 100 100 100 100 100 100 100
1_4 55.67 71.38 76.00 68.62 79.25 75.25 75.50 79.50
1_5 99.75 100 100 100 100 100 100 100
2_1 99.00 100 100 100 100 100 100 100
2_2 92.50 100 100 100 100 100 100 100
2_3 95.00 100 100 100 100 100 100 100
2_4 99.75 100 100 100 100 100 100 100
2_5 99.25 100 100 100 100 100 100 100
3_1 88.75 100 100 100 100 100 100 100
3_2 94.12 100 100 100 100 100 100 100
3_3 94.12 100 100 100 100 100 100 100
3_4 91.75 100 100 100 100 100 100 100
3_5 99.88 100 100 100 100 100 100 100
平均 92.10 98.09 98.40 97.91 98.62 98.35 98.37 98.63

信息, 进而提升了故障检测的可解释性与可靠性. 同时, 设计了具有严格收敛性证明的优化算

法,为实际应用提供了理论保障. 通过在基准 TEP数据集与实际 XJTU-SY轴承数据集上的实

验,将所提方法与现有基于非负矩阵分解的故障检测方法进行对比分析,验证了所提方法显著

提升故障检测性能. 特别,该优化技术还可拓展应用于其他各类数据驱动的故障检测方法.
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第 5章 基于稀疏张量相关分析的多视角学习

张量典型相关分析凭借其在多视角学习中有效捕获高阶相关结构的特性, 得到学术界的

广泛关注. 然而, 现有张量典型相关分析方法普遍忽视个体结构的刻画, 且缺乏算法收敛性保

证. 针对上述问题,本章提出了带多阶图拉普拉斯正则的稀疏张量典型相关分析 (sparse tensor

canonical correlation analysis with Laplacian, STCCA-L).针对该非凸优化模型,开发了高效的流

形近端梯度算法,并利用半光滑牛顿法求解子问题. 同时，严格证明了算法的收敛性，并对其计

算复杂度进行了分析. 实验结果表明,与现有多种代表性多视角学习方法相比,所提 STCCA-L

具有更优的分类精度和鲁棒性.

5.1 引言

多视角学习旨在应对由不同模态 (如图像、音频与文本)观测同一对象所带来的数据异质

性问题[72]. 现有多视角学习方法大致可分为三类: 基于协同训练的方法、多核学习方法以及子

空间学习方法. 其中, 基于协同训练的方法通过视角间一致性约束迭代优化分类器, 多核学习

方法通过组合核函数实现异构信息融合, 子空间学习方法旨在挖掘多视角数据共享的潜在低

维表示. 相较其余两类方法,多视角子空间学习因能够在捕捉跨视角共识结构的同时保留视角

特有信息,有效提升分类、聚类等下游任务的鲁棒性.

典型相关分析 (canonical correlation analysis, CCA)是多视角子空间学习中的基础方法[73].

通过寻找一组视角投影, 使得投影后的低维表示相关性最大化, 典型相关分析能够有效提取

跨模态共享的显著判别特征. 矩阵形式的典型相关分析包括惩罚典型相关分析[74]、稀疏典型

相关分析 (sparse CCA, SCCA)[75] 以及结构化广义典型相关分析 (structured generalized CCA,

SGCCA)[76]等. 此外,深度典型相关分析[77]借助深度神经网络挖掘复杂的数据关系,在大数据

场景下展现出优异的特征学习能力. 然而,深度模型普遍存在可解释性弱、对大规模标注数据

高度依赖等问题,在一定程度上限制了其应用范围. 与之相对,张量典型相关分析 (tensor CCA,

TCCA)[78] 利用高阶协方差结构,能够更精细地刻画多视角之间的复杂关系. Luo等[79] 首次提

出张量典型相关分析,成功捕捉到许多矩阵类方法难以刻画的高阶依赖关系,在多视角学习任

务中取得了更优的性能. 随后, 一系列变体相继被提出, 如图正则张量两视角和多视角典型相

关分析 (two-view and multi-view CCA, TMCCA)[80], 并在生物医学等领域得到广泛应用. 但上

述张量典型相关分析未对典型向量施加正交约束,容易导致典型分量冗余或高度相关. 为解决

这个问题, Sun 等[81] 提出了正交张量典型相关分析 (tensor CCA with orthogonality, TCCA‑O),

保证典型分量之间的无关性.

尽管张量典型相关分析在捕捉高阶相关性方面表现出色, 但其学习到的典型投影矩阵往



5.2 数学模型

图 5.1: 所提 STCCA-L的总体框架

往包含大量贡献微弱、解释性差的分量[82]. 稀疏学习是实现紧凑且可解释表示的重要手段. 为

此, Du等[83] 将稀疏正则项引入张量典型相关分析的目标函数,在分析多模态脑影像数据高阶

关联的同时实现特征选择. 然而, 该类稀疏结构使特征选择的精确控制变得复杂, 限制了其在

特征空间中的可操作性. 此外, 现有多数张量典型相关分析更关注视角间结构关系的挖掘, 而

对单个视角内部的固有几何结构重视不足. 图学习通过将数据表示为图来提供互补解决方案,

其中节点对应于数据点、边编码成对关系. 最近的研究表明,高阶图能够捕捉多点交互信息,提

供更丰富的数据表示[84]. 多阶图学习通过自适应加权融合不同阶数的图结构,进一步提升模型

灵活性,在多视角任务中展现出良好的潜力[85]. 值得注意的是,现有张量典型相关分析普遍缺

乏严格的算法收敛性理论分析. 仅有少数工作如 Du等[83]证明了目标函数的单调性,而绝大多

数方法未给出优化过程的收敛保证,导致实际应用中学习结果的稳定性与可靠性难以保障.

受上述启发,本章提出了带多阶图拉普拉斯正则化的稀疏张量典型相关分析 (sparse tensor

CCA with Laplacian, STCCA-L).一方面, 通过对投影矩阵施加结构稀疏正则, 实现重要特征的

自动选取与冗余剔除. 另一方面, 利用多阶图拉普拉斯正则, 充分挖掘每个视角的固有几何信

息. 具体如图 5.1所示. 显然,正则项的引入增加了计算负担. 为此,开发了基于 Stiefel流形优

化的交替流形近端梯度算法,在保证精度的同时维持可接受的计算效率. 本章的主要贡献为

(1) 将结构化稀疏正则与多阶图拉普拉斯正则融入张量典型相关分析,构建了新的多视角子

空间学习模型,在缓解特征冗余的同时增强对视角内局部结构的刻画.

(2) 设计了流形近端梯度优化算法,其子问题可通过半光滑牛顿法 (semi-smooth Newton, SSN)

高效计算. 在数学上,严格证明了算法能够收敛至驻点.

(3) 验证了所提 STCCA-L的有效性、鲁棒性以及稳定性,并通过消融实验探讨了正则项、图

结构、初始化等对分类结果的影响.
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5.2 数学模型

5.2 数学模型

5.2.1 预备知识

对于任意张量 A,B ∈ R𝐼1×···×𝐼𝑁 ,二者的内积定义为

⟨A,B⟩ =
𝐼1∑
𝑖1=1

· · ·
𝐼𝑁∑
𝑖𝑁=1

𝑎𝑖1,...,𝑖𝑁 𝑏𝑖1,...,𝑖𝑁 , (5.1)

其外积为 A ◦ B ∈ R𝐼1×···×𝐼𝑁×𝐼1×···×𝐼𝑁 ,且元素满足

(A ◦ B)𝑖1,...,𝑖𝑁 ,𝑖1,...,𝑖𝑁 = 𝑎𝑖1,...,𝑖𝑁 𝑏𝑖1,...,𝑖𝑁 . (5.2)

对于张量 A与矩阵 𝑽 ∈ R𝑟𝑛×𝐼𝑛 ,记二者 𝑛模乘积为

A ×𝑛 𝑽 ∈ R𝐼1×···×𝐼𝑛−1×𝑟𝑛×𝐼𝑛+1×···×𝐼𝑁 . (5.3)

若 𝒗 ∈ R𝐼𝑛 为向量,则 𝑛模乘积为

A ×𝑛 𝒗 ∈ R𝐼1×···×𝐼𝑛−1×𝐼𝑛+1×···×𝐼𝑁 .

为书写简洁, 下文将集合 {1, 2, . . . , 𝑁} 简记为 [𝑁], 并使用 𝑝 ∈ [𝑁]. 给定一组矩阵 {𝑽 𝑝},
其中 𝑽 𝑝 ∈ R𝑟𝑝×𝐼𝑝 且 𝑝 ∈ [𝑁],张量 A关于该组矩阵的收缩张量乘积定义为

B = A ×1 𝑽1 ×2 · · · ×𝑁 𝑉𝑁 ∈ R𝑟1×···×𝑟𝑁 . (5.4)

相应地,张量 B的 𝑝模展开矩阵可表示为

B(𝑝) = 𝑽 𝑝A (𝑝) (𝑽𝑁−1 ⊗ · · · ⊗ 𝑽 𝑝+1 ⊗ 𝑽 𝑝−1 ⊗ · · · ⊗ 𝑽1)𝑇 , (5.5)

其中 ⊗表示克罗内克积 (Kronecker)积.

5.2.2 张量典型相关分析

考虑多视角数据 𝑿 = [𝑿1, . . . , 𝑿𝑚],其中每个视角 𝑿 𝑝 ∈ R𝑑𝑝×𝑁 对应同一组样本在不同特

征空间下的表示. 张量典型相关分析的数学模型为

max
{𝒉𝑝}

C1...𝑚 ×1 𝒉𝑇1 ×2 · · · ×𝑚 𝒉𝑇𝑚

s.t. 𝒉𝑇𝑝𝐶𝑝𝑝𝒉𝑝 = 1, 𝑝 ∈ [𝑚],
(5.6)

其中

C12...𝑚 =
1
𝑁

𝑁∑
𝑛=1

𝑥1𝑛 ◦ · · · ◦ 𝑥𝑚𝑛 ∈ R𝑑1×···×𝑑𝑚 (5.7)
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5.2 数学模型

为协方差张量, {𝒉𝑝}, 𝑝 ∈ [𝑚] 为投影向量, 𝑪𝑝𝑝 = 𝑿 𝑝𝑿
𝑇
𝑝 表示第 𝑝 个视角的协方差矩阵. 式

(5.6)提供了一种探索潜在公共方向的紧凑方式. 然而,该式仅能为每个视角学习一维投影,且

无法保证典型向量之间的不相关性,往往导致学习到的表示存在冗余.

为克服上述局限, TCCA-O[81] 通过学习一组正交投影矩阵,将张量典型相关分析推广至多

维投影情形,即考虑

𝑯𝑝 = [𝒉𝑝1, . . . , 𝒉𝑝𝑟] ∈ R𝑑𝑝×𝑟 , 𝑝 ∈ [𝑚] (5.8)

同时捕获多个相关方向. 具体地,数学模型可表述为

max
{𝑯𝑝}

1
2
∥C1...𝑚 ×1 𝑯𝑇

1 ×2 · · · ×𝑚 𝑯𝑇
𝑚 ∥2

F

s.t. 𝑯𝑇
𝑝𝑪𝑝𝑝𝑯𝑝 = 𝑰, 𝑝 ∈ [𝑚] .

(5.9)

实验结果表明, TCCA-O不仅保留了通过张量建模捕获高阶相关性的能力,还能使学习到的投

影在每个视角内形成正交基,从而避免冗余并增强表示能力.

5.2.3 构建模型

设第 𝑝个视角对应加权无向图 𝐺 𝑝 = (𝑉𝑝,𝑾 𝑝),其中 𝑉𝑝 为节点集, 𝑾 𝑝 ∈ R𝑁×𝑁 为一阶邻接

权重矩阵. 高阶图结构, 基于邻居的邻居也是邻居的思想, 能够挖掘一阶图中难以体现的深层

拓扑信息. 给定一阶图𝑾 𝑝,其第 ℎ阶图定义为

𝑾ℎ
𝑝 =


𝑾 𝑝, 若 ℎ = 1,

𝑾ℎ−1
𝑝 𝑾 𝑝, 若 ℎ > 1.

(5.10)

为避免阶数人工选择带来的困难,可通过加权融合方式构造多阶图,具体形式为

𝑾 𝑙
𝑝 =

𝑙∑
𝑖=1

𝑞𝑖𝑾𝑖
𝑝, (5.11)

其中, 𝑞𝑖 ∈ [0, 1) 满足
𝑙∑
𝑖=1
𝑞𝑖 = 1,且 𝑙 为最大阶数.

记相关性张量为

P = C1...𝑚 ×1 𝑯𝑇
1 ×2 · · · ×𝑚 𝑯𝑇

𝑚 ∈ R𝑟×···×𝑟 . (5.12)

在此基础上,为实现多视角独有特征与共享表示的联合学习,构造如下模型

min
{𝑯𝑝}

− 1
2
∥P∥2

𝐹 +
𝑚∑
𝑝=1

𝜆𝑝 ∥𝑯𝑝 ∥2,1 +
𝑚∑
𝑝=1

tr(𝒁𝑇𝑝𝑳𝑙𝑝𝒁𝑝)

s.t. 𝑯𝑇
𝑝𝑿 𝑝𝑿

𝑇
𝑝𝑯𝑝 = 𝑰, 𝑝 ∈ [𝑚],

(5.13)
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5.3 优化算法

其中, 𝑳𝑙𝑝 = 𝑺𝑙𝑝 −𝑾 𝑙
𝑝 为多阶图对应的拉普拉斯矩阵, 𝑺𝑙𝑝 为度矩阵.

本章将式 (5.13)简记为 STCCA-L.与式 (5.9)中的 TCCA-O相比, STCCA-L直接对投影矩

阵 𝐻𝑝 施加 ℓ2,1 范数结构化正则,不仅减少了学习子空间的冗余,还促进了特征选择,从而产生

更具可解释性和更紧凑的表示. 此外, STCCA-L引入图拉普拉斯正则项 tr(𝒁𝑇𝑝𝑳𝑙𝑝𝒁𝑝),使得特征
提取过程能够保持各视角数据固有的局部几何结构.

5.3 优化算法

依托 Stiefel流形的定义,可将式 (5.13)等价改写为如下形式

min
{𝑯𝑝}

− 1
2
∥P∥2

𝐹 +
𝑚∑
𝑝=1

𝜆𝑝 ∥𝑯𝑝 ∥2,1 +
𝑚∑
𝑝=1

tr(𝒁𝑇𝑝𝑳𝑙𝑝𝒁𝑝)

s.t. 𝑿𝑇𝑝𝑯𝑝 ∈ St(𝑟, 𝑁), 𝑝 ∈ [𝑚] .
(5.14)

由于非光滑 ℓ2,1 范数与非凸 Stiefel 流形的存在, 上述优化问题的求解并不容易. 为此, 受文

献[86]的启发,本节设计了一种高效的流形近端梯度算法.

5.3.1 流形近端梯度法

记式 (5.14)目标函数中的光滑部分为

𝑓 ({𝑯𝑝}) = −1
2
∥P∥2

𝐹 +
𝑚∑
𝑝=1

tr(𝒁𝑇𝑝𝑳𝑙𝑝𝒁𝑝). (5.15)

在 Stiefel流形上进行梯度迭代时, 下降方向必须限制在当前点的切空间内. 为表述简洁, 仅关

注第 𝑝 个视角对应变量 𝐻𝑝 的子问题. 在第 𝑘 次迭代中,下降方向 𝑫𝑘
𝑝 可通过求解如下切空间

上的近端子问题得到

min
𝑫 𝑝

⟨grad 𝑓 (𝑯𝑘
𝑝), 𝑫 𝑝⟩ +

1
2𝑡
∥𝑫 𝑝 ∥2

𝐹 + 𝜆𝑝 ∥𝑯𝑘
𝑝 + 𝑫 𝑝 ∥2,1

s.t. 𝑫 𝑝 ∈ T𝑯𝑘
𝑝
St(𝑟, 𝑁),

(5.16)

其中, T𝑯𝑘
𝑝
St(𝑟, 𝑁) = {𝑫 𝑝 | 𝑫𝑇

𝑝𝑿 𝑝𝑿
𝑇
𝑝𝑯𝑝 + 𝑯𝑇

𝑝𝑿 𝑝𝑿
𝑇
𝑝𝑫 𝑝 = 000}为 Stiefel流形 St(𝑟, 𝑁)在点 𝑯𝑘

𝑝 处

的切空间. 根据黎曼梯度的定义,对任意 𝑫 𝑝 ∈ T𝑯𝑘
𝑝
St(𝑟, 𝑁),有

⟨grad 𝑓 (𝑯𝑘
𝑝), 𝑫 𝑝⟩ = ⟨∇ 𝑓 (𝑯𝑘

𝑝), 𝑫 𝑝⟩. (5.17)

注意到 𝑓 由张量 Frobenius范数和迹正则组成,则 ∇ 𝑓 (𝑯𝑘
𝑝) 可按结构分别计算. 对于张量部分,

固定除第 𝑝个投影矩阵外的其余所有变量,并沿 −𝑝计算导数. 结合迹正则项的梯度,得到
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5.3 优化算法

∇ 𝑓 (𝑯𝑝) =
𝑚−1∑
𝑖=1

𝑪𝑝𝑖 + 𝑿 𝑝𝑳
𝑙
𝑝𝒁

𝑘
𝑝 . (5.18)

定义线性算子 𝐴𝑘 (𝑫 𝑝) = 𝑫𝑇
𝑝𝑿 𝑝𝑿

𝑇
𝑝𝑯𝑝 + 𝑯𝑇

𝑝𝑿 𝑝𝑿
𝑇
𝑝𝑫 𝑝,则式 (5.16)可重写为

min
𝑫 𝑝

⟨∇ 𝑓 , 𝑫 𝑝⟩ +
1
2𝑡
∥𝑫 𝑝 ∥2

𝐹 + 𝜆𝑝 ∥𝑯𝑘
𝑝 + 𝑫 𝑝 ∥2,1

s.t. 𝐴𝑘 (𝑫 𝑝) = 000,
(5.19)

上式本质是将近端梯度迭代约束在 Stiefel流形的切空间内完成. 在通过求解式 (5.19) 得到下

降方向 𝑫𝑘
𝑝后,采用Armijo线搜索确定合适步长 𝛼𝑘 ,并通过黎曼收缩映射将切空间中的更新结

果投影回流形,保证迭代点始终满足流形可行性,即

𝑯𝑘+1
𝑝 = Retr𝑯𝑘

𝑝
(𝛼𝑘𝑫𝑘

𝑝). (5.20)

5.3.2 半光滑牛顿法

一个关键问题是如何高效求解式 (5.19). 近年来, 半光滑牛顿法因在求解结构化凸优化问

题上兼具高精度与高收敛速率,得到了广泛的应用. 首先定义拉格朗日函数

𝐿 (𝑫 𝑝,𝚲𝑝) = ⟨∇ 𝑓 (𝑯𝑘
𝑝), 𝑫 𝑝⟩ + 𝜆𝑝 ∥𝑯𝑘

𝑝 + 𝑫 𝑝 ∥2,1

+ 1
2𝑡
∥𝑫 𝑝 ∥2

𝐹 − ⟨𝐴𝑘 (𝑫 𝑝),𝚲𝑝⟩,
(5.21)

其中, 𝚲𝑝 为拉格朗日乘子. 下面分四步设计高效的半光滑牛顿法求解方案.

(1)最优性条件

式 (5.19)的 Karush-Kuhn-Tucker (KKT)条件为

000 ∈ 𝜕𝑫 𝑝𝐿 (𝑫 𝑝,𝚲𝑝), 𝐴𝑘 (𝑫 𝑝) = 000. (5.22)

由次微分条件可导出

𝑫 𝑝 = prox2,1(𝐵(𝚲𝑝), 𝑡) − 𝑯𝑘
𝑝, (5.23)

其中, 𝐵(𝚲𝑝) = 𝑯𝑘
𝑝 − 𝑡 (∇ 𝑓 (𝑯𝑘

𝑝) − 2𝑿 𝑝𝑿
𝑇
𝑝𝑯

𝑘
𝑝𝚲𝑝). 将式 (5.23)代入式 (5.22),得到关于乘子 𝚲𝑝 的

非线性方程

𝑄(𝚲𝑝) = 𝑫𝑇
𝑝𝑿 𝑝𝑿

𝑇
𝑝𝑯

𝑘
𝑝 + (𝑯𝑘

𝑝)𝑇𝑿 𝑝𝑿
𝑇
𝑝𝑫 𝑝 = 000. (5.24)

(2)计算广义雅可比矩阵

文献[86] 已证明, 算子 𝑄 单调且 Lipschitz连续, 满足半光滑牛顿法的适用条件. 为构造牛

顿迭代,需要计算 𝑄的广义雅可比矩阵. 对 𝑄(𝚲𝑝) 向量化可表示为
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vec(𝑄(𝚲𝑝)) = (𝑲𝑟𝑟 + 𝑰𝑟2)((𝑯𝑘
𝑝)𝑇𝑿 𝑝𝑿

𝑇
𝑝 ⊗ 𝑰𝑟)

[prox2,1(vec((𝑯𝑘
𝑝)𝑇𝑿 𝑝𝑿

𝑇
𝑝) − 𝑡∇ 𝑓 (𝑯𝑘

𝑝), 𝑡)]

+ 2𝑡 (𝑿 𝑝𝑿
𝑇
𝑝𝑯

𝑘
𝑝 ⊗ 𝑰𝑟) vec(𝚲𝑝) − vec((𝑯𝑘

𝑝)𝑇 ),

(5.25)

其中, 𝑲𝑟𝑑𝑝 与 𝑲𝑟𝑟 为交换矩阵. 定义

Ξ𝑝 𝑗 =


𝑰𝑟 − 𝜏1𝑡

∥𝒃 𝑗 ∥𝑹, 若 ∥𝒃 𝑗 ∥ > 𝑡𝜏1,

𝛾
𝒃 𝑗 𝒃

𝑇
𝑗

(𝑡𝜏1)2 , 若 ∥𝒃 𝑗 ∥ = 𝑡𝜏1,

0, 其他,

(5.26)

其中, 𝑝 ∈ [𝑚], 𝑗 ∈ [𝑑𝑝], 𝑹 = (𝑰𝑟 −
𝒃 𝑗 𝒃

𝑇
𝑗

∥𝒃 𝑗 ∥2 ), 𝛾 ∈ [0, 1],且 𝒃 𝑗 是 𝐵(𝚲𝑝)𝑇 的第 𝑗 列. 令

𝑱(y) |y=vec(𝐵(𝚲𝑝)𝑇 ) = Diag(Ξ𝑝𝑑𝑝 , . . . ,Ξ𝑝𝑑𝑝 ), (5.27)

则 vec(𝑄(𝚲𝑝)) 的广义雅可比矩阵为

𝑽 = 2𝑡 (𝑲𝑟𝑟 + 𝑰𝑟2) ((𝑯𝑘
𝑝)𝑇𝑿 𝑝𝑿

𝑇
𝑝 ⊗ 𝑰𝑟)𝑱(𝒚)(𝑿 𝑝𝑿

𝑇
𝑝𝑯

𝑘
𝑝 ⊗ 𝑰𝑟). (5.28)

由 𝑄的单调性可知, 𝑽 是半正定的,则对于任意 𝝈 ∈ R𝑟
2 ,有

𝑽𝝈 = ∇(vec(𝑄(vec(𝚲𝑝))))𝝈. (5.29)

(3)加速处理

由于 𝚲𝑝 为对称矩阵,可用 vec(𝚲𝑝) 表示仅保留下三角元素的 1
2𝑟 (𝑟 + 1) 维压缩向量. 引入

矩阵 𝑼𝑝 ∈ R𝑟
2× 1

2 𝑟 (𝑟+1) 及其 Moore-Penrose逆 𝑼+
𝑝 ,满足 𝑼𝑝vec(𝚲𝑝) = vec(𝚲𝑝),则广义雅可比矩

阵可约简为

𝑽 (vec(𝚲𝑝)) = 𝑡𝑼+
𝑝𝑽𝑼𝑝 . (5.30)

(4)半光滑牛顿更新

半光滑牛顿方向 𝒅𝑘 通过如下带正则的线性系统求解

(𝑽 + 𝜂𝑰𝑟2)𝑑 = −vec(𝑄(vec(𝚲𝑘
𝑝))), (5.31)

其中, 𝜂 > 0为正则化参数. 乘子迭代更新为

vec(𝚲𝑘+1
𝑝 ) = vec(𝚲𝑘

𝑝) + 𝑑𝑘 . (5.32)

综上,完整的流形近端梯度算法框架如算法 3所示.
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算法 3求解式 (5.14)的流形近端梯度算法
输入: 数据 𝑿 = [𝑿1, . . . , 𝑿𝑚],步长 𝑡,最大迭代次数 𝑇 , 𝛾 ∈ (0, 1),计算张量 C1...𝑚

初始化: 𝑯0
𝑝 ∈ St(𝑛, 𝑟)

1: for 𝑝 ∈ [𝑚] do
2: if 𝑘 < 𝑇 then
3: 采用半光滑牛顿法求解式 (5.19),得到下降方向 𝑫𝑘

𝑝

4: while 𝑓 (Retr𝑯𝑘
𝑝
(𝛼𝑫𝑘

𝑝)) ≥ 𝑓 (𝑯𝑘
𝑝) −

𝛼∥𝑫𝑘
𝑝 ∥2

𝐹

2𝑡 do
5: 𝛼 = 𝛾𝛼

6: end while
7: 令 𝑯𝑘+1

𝑝 = Retr𝛼𝑯𝑘
𝑝
(𝛼𝑫𝑘

𝑝)
8: end if
9: end for
输出: {𝑯𝑘

𝑝}−

5.3.3 收敛性分析

现有多数张量典型相关分析算法虽在数值实验上表现良好,但缺少严格的收敛性理论. 接

下来,本节将对所提算法 3建立完整的收敛性分析. 为便于分析,记

𝑯𝑘
(𝑝) (𝛼) = {𝑯𝑘

1 , . . . ,𝑯
𝑘
𝑝−1,𝑯

𝑘
𝑝 + 𝛼𝑫𝑘

𝑝,𝑯
𝑘
𝑝+1, . . . ,𝑯

𝑘
𝑚}. (5.33)

并将式 (5.19)的目标函数简记为

𝑔(𝑫 𝑝) = ⟨∇ 𝑓 , 𝑫 𝑝⟩ +
1
2𝑡
∥𝑫 𝑝 ∥2

𝐹 + 𝜆𝑝 ∥𝑯𝑘
𝑝 + 𝑫 𝑝 ∥2,1. (5.34)

引理 5.1 设 𝑡 ≤ 1/𝐿𝑝,其中 𝐿𝑝 为 ∇𝑯𝑝 𝑓 的 Lipschitz常数,则对任意 𝛼 ∈ [0, 1],有

𝑓 (𝑯𝑘
(𝑝) (𝛼)) + ∥𝑯𝑘

𝑝 + 𝛼𝑫𝑘
𝑝 ∥2,1 ≤ 𝑓 (𝑯𝑘

(𝑝) (0)) + ∥𝑯𝑘
𝑝 ∥2,1. (5.35)

证明 由于目标函数 𝑔(𝑫 𝑝) 为 1
𝑡 -强凸函数,因此对任意 𝑫̂ 𝑝, 𝑫 𝑝,满足

𝑔(𝑫̂ 𝑝) ≥ 𝑔(𝑫 𝑝) + ⟨𝜕𝑔(𝑫 𝑝), 𝑫̂ 𝑝 − 𝑫 𝑝⟩ +
𝛼

2
∥𝑫̂ 𝑝 − 𝑫 𝑝 ∥2

𝐹 . (5.36)

考虑 𝑫̂ 𝑝, 𝑫 𝑝 ∈ T𝑯𝑘
𝑝
St(𝑟, 𝑁),则有

⟨𝜕𝑔(𝑫 𝑝), 𝑫̂ 𝑝 − 𝑫 𝑝⟩ = ⟨projT
𝑯𝑘

𝑝

(𝜕𝑔(𝑫 𝑝)), 𝑫̂ 𝑝 − 𝑫 𝑝⟩. (5.37)

由黎曼最优性条件,可得

0 ∈ projT
𝑯𝑘

𝑝

(𝜕𝑔(𝑫𝑘
𝑝)). (5.38)

在式 (5.36)中令 𝑫 𝑝 = 𝑫𝑘
𝑝, 𝑫̂ 𝑝 = 𝛼𝑫𝑘

𝑝,且 𝛼 ∈ [0, 1],可得
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5.3 优化算法

𝑔(𝛼𝑫𝑘
𝑝) − 𝑔(𝑫𝑘

𝑝) ≥
(1 − 𝛼)2

2𝑡
∥𝑫𝑘

𝑝 ∥2
𝐹 . (5.39)

结合 𝑔的定义与 ℓ2,1范数的凸性,进一步得到

(1 − 𝛼)⟨∇ 𝑓 (𝑯𝑘
(𝑝) (0)), 𝑫

𝑘
𝑝⟩ +

1 − 𝛼
𝑡

∥𝑫𝑘
𝑝 ∥2
𝐹

+ (1 − 𝛼)(∥𝑯𝑘
𝑝 + 𝑫𝑘

𝑝 ∥2,1 − ∥𝑯𝑘
𝑝 ∥2,1) ≤ 0.

(5.40)

再利用 𝑓 的 Lipschitz连续性,有

𝑓 (𝑯𝑘
(𝑝) (𝛼)) − 𝑓 (𝑯𝑘

(𝑝) (0)) + ∥𝑯𝑘
𝑝 + 𝛼𝑫𝑘

𝑝 ∥2,1 − ∥𝑯𝑘
𝑝 ∥2,1

≤ 𝛼⟨∇ 𝑓 (𝑯𝑘
(𝑝) (0)), 𝑫

𝑘
𝑝⟩ +

𝛼2

2𝑡
∥𝑫𝑘

𝑝 ∥2
𝐹 + 𝛼(∥𝑯𝑘

𝑝 + 𝑫𝑘
𝑝 ∥2,1 − ∥𝑯𝑘

𝑝 ∥2,1)

≤ − 𝛼
2𝑡
∥𝑫𝑘

𝑝 ∥2
𝐹 .

(5.41)

上述引理表明, 𝑫𝑘
𝑝 是切空间中的下降方向. 进一步,当 𝑫𝑘

𝑝 = 000, 𝑝 ∈ [𝑚] 时,当前迭代点即

为原问题的驻点.

引理 5.2 若对所有 𝑝 ∈ [𝑚] 均有 𝑫𝑘
𝑝 = 000,则序列 {𝑯𝑘

𝑝}是式 (5.14)的驻点.

证明 对任意 𝑝 ∈ [𝑚],式 (5.19)的最优性条件为

000 ∈ 1
𝑡
𝑫𝑘
𝑝 + ∇ 𝑓 (𝑯𝑘

𝑝) + projT
𝑯𝑘

𝑝

𝜕∥𝑯𝑘
𝑝 + 𝑫𝑘

𝑝 ∥2,1, (5.42)

其中 𝑫𝑘
𝑝 ∈ T𝑯𝑘

𝑝
St(𝑟, 𝑁). 若 𝑫𝑘

𝑝 = 000,则上式退化为

000 ∈ ∇ 𝑓 (𝑯𝑘
𝑝) + projT

𝑯𝑘
𝑝

𝜕∥𝑯𝑘
𝑝 + 𝑫𝑘

𝑝 ∥2,1. (5.43)

此即为式 (5.14)在 Stiefel流形上的一阶必要性条件,故序列 {𝑯𝑘
𝑝}为驻点.

定义式 (5.14)的目标函数为

𝜙(𝑯𝑝) = 𝑓 (𝑯𝑝) + ∥𝑯𝑝 + 𝑫 𝑝 ∥2,1. (5.44)

引理 5.3 设序列 {𝑯𝑘
𝑝}由算法 3生成,则 {𝜙(𝑯𝑘

𝑝)}单调递减,且满足

𝜙(Retr𝑯𝑘
𝑝
(𝛼𝑫𝑘

𝑝)) − 𝜙(𝑯𝑘
𝑝) ≤ − 𝛼

2𝑡
∥𝑫𝑘

𝑝 ∥2
𝐹 , 𝑝 ∈ [𝑚] . (5.45)

证明 令 𝑯𝑘+
𝑝 = 𝑯𝑘

𝑝 + 𝛼𝑫𝑘
𝑝. 根据 ∇𝜙的 𝐿-Lipschitz连续性,对于任意 𝛼 > 0,有

𝜙(Retr𝑯𝑘
𝑝
(𝛼𝑫𝑘

𝑝)) − 𝜙(𝑯𝑘
𝑝)

≤ ⟨∇𝜙(𝑯𝑘
𝑝),Retr𝑯𝑘

𝑝
(𝛼𝑫𝑘

𝑝) − 𝑯𝑘+
𝑝 + 𝑯𝑘+

𝑝 − 𝑯𝑘
𝑝⟩ +

𝐿

2
∥ Retr𝑯𝑘

𝑝
(𝛼𝑫𝑘

𝑝) − 𝑯𝑘
𝑝 ∥2
𝐹

≤ 𝜁2∥∇𝜙(𝑯𝑘
𝑝)∥𝐹 ∥𝛼𝑫𝑘

𝑝 ∥2
𝐹 + 𝛼⟨∇𝜙(𝑯𝑘

𝑝), 𝑫𝑘
𝑝⟩ +

𝐿𝜁2
1

2
∥𝛼𝑫𝑘

𝑝 ∥2
𝐹 .

(5.46)

其中, 𝜁1, 𝜁2 > 0为常数. 由于 ∇𝜙在紧流形 St(𝑟, 𝑁)上连续,存在 𝜇 > 0使得对任意 𝑯𝑝 ∈ St(𝑟, 𝑁)
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5.4 数值实验

满足 ∥∇𝜙(𝑯𝑘
𝑝)∥𝐹 ≤ 𝜇.记 𝑐0 = 𝜁2𝜇 + 𝐿𝜁2

1/2,则

𝜙(Retr𝑯𝑘
𝑝
(𝛼𝑫𝑘

𝑝)) − 𝜙(𝑯𝑘
𝑝) ≤ 𝛼⟨∇𝜙(𝑯𝑘

𝑝), 𝑫𝑘
𝑝⟩ + 𝑐0𝛼

2∥𝑫𝑘
𝑝 ∥2
𝐹 (5.47)

由 𝛼⟨∇𝜙(𝑯𝑘
𝑝), 𝑫𝑘

𝑝⟩ ≤ −1
𝑡 ∥𝛼𝑫

𝑘
𝑝 ∥2
𝐹 ,代入可得

𝜙(Retr𝑯𝑘
𝑝
(𝛼𝑫𝑘

𝑝)) − 𝜙(𝑯𝑘
𝑝) ≤ (𝑐0 + 𝛿𝜁2 −

1
𝛼𝑡

)∥𝛼𝑫𝑘
𝑝 ∥2
𝐹 . (5.48)

取 𝛼̄ = 1/(2(𝑐0 + 𝛿𝜁2)𝑡) ,对于任意 0 < 𝛼 ≤ min{𝛼̄, 1},满足

𝜙(Retr𝑯𝑘
𝑝
(𝛼𝑫𝑘

𝑝)) − 𝜙(𝑯𝑘
𝑝) ≤ − 𝛼

2𝑡
∥𝑫𝑘

𝑝 ∥2
𝐹 . (5.49)

即经收缩映射后仍保持目标函数下降,于是引理得证.

定理 5.1 算法 3生成的迭代序列 {𝑯𝑘
𝑝}收敛到式 (5.14)的驻点.

证明 目标函数 𝜙在 St(𝑟, 𝑁)上有下界,结合引理 5.3,可得

lim
𝑘→∞

∥𝑫𝑘
𝑝 ∥2
𝐹 = 0. (5.50)

再由引理 5.2,可知 {𝑯𝑘
𝑝}的任一极限点均满足一阶最优性条件,即为驻点.

5.3.4 复杂度分析

算法 3的总体计算复杂度为 𝑂 (𝑇𝑚(𝑟𝑚 + 𝑑𝑎𝑁 + 𝑑2
𝑎𝑟)),其中 𝑇 为外层迭代次数, 𝑚为视角数

量, 𝑑𝑎 = max𝑝{𝑑𝑝}为各视角维度的最大值. 可以看出,主要计算成本来自构造协方差张量、求

解半光滑牛顿子问题、评估目标函数以及 Stiefel流形收缩映射. 后续数值实验部分将给出不

同算法的实际运行时间对比,以验证本章算法的计算效率.

5.4 数值实验

本节将所提 STCCA-L 与主流多视角学习方法进行对比, 包括典型相关分析方法 CCA1

(2009)、SCCA2 (2014) 、SGCCA3 (2024), 张量典型相关分析方法 TCCA4 (2015)、TCCA-O5

(2023)、TCCA-OS5 (2023)以及 TMCCA (2023). 同时, 还包括经典的 𝑘 近邻分类器 (𝑘-nearest

neighbors, KNN),以及最新多视角分类方法 RTSL6 (2024)、CDPML7 (2025).

1https://github.com/tmarino2/scca
2https://github.com/htpusa/scanoncorr
3https://github.com/kelenlv/SGCCA2023
4https://github.com/yluopku/TCCA
5https://github.com/xianchaoxiu/TCCA
6https://github.com/suxiao1824308603/Multi-view-Learning
7https://github.com/zzf495/CDPMVL
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5.4 数值实验

5.4.1 实验设置

(1)数据集

为验证所提方法的有效性, 选择八个多视角数据集, 包括 3Sources8, MSRC9, BBCsport10,

Reusters9, Caltech10111, Handwritten12, MNIST13以及 Animal9. 根据样本数规模的大小,将这些

数据集划分为三组,如表 5.1所示.

表 5.1: 数据集信息

尺寸 数据集 类别数 视角数 样本数

小
3Sources 6 3 169
MSRC 7 5 210

BBCsport 5 2 544

中
Reuters 6 5 1,200

Caltech101 7 4 1,474
Handwritten 10 5 2,000

大
MNIST 10 2 10,000
Animal 20 4 11,673

(2)参数设置

实验中,对所有数据集均先采用主成分分析进行预处理,以间隔 2将特征维度从 2调整至

20. 对于第 𝑝 个视角,其投影矩阵计算为 𝒁𝑝 = 𝑿𝑇𝑝𝑯𝑝,进一步得到 𝒁 = [𝒁1, . . . , 𝒁𝑚] ∈ R𝑁×𝑚𝑟 .

最后,使用 KNN来测量分类性能. 为保证对比的公平性,将根据各数据集的特征自适应调整邻

居数 𝑘 ,且所有方法在同一数据集上使用相同的 𝑘 值. 权重矩阵 𝑾 𝑝 采用自适应邻居图进行初

始化,有效性将在消融实验中验证. 所有惩罚参数均通过交叉验证确定,测试集比例设置为 0.3.

为降低随机因素对实验结果的影响,每次实验均随机重复 10次,最终记录实验的平均结果.

(3)评估指标

本章采用分类准确率 (Accuracy)和 F1分数 (F1-score)作为评估分类性能的指标. 其中,准

确率用于衡量分类结果的整体正确性,其定义为

Accuracy =

𝐶∑
𝑖=1

(TP𝑖 + TN𝑖)

𝐶∑
𝑖=1

(TP𝑖 + FP𝑖 + TN𝑖 + FN𝑖)
, (5.51)

8http://mlg.ucd.ie/datasets/3sources.html
9https://github.com/zhudafa/Multi-view-datasets

10http://mlg.ucd.ie/datasets/bbc.html
11https://data.caltech.edu/records/mzrjq-6wc02
12https://github.com/cvdfoundation/mnist
13https://tensorflow.google.cn/datasets/catalog/mnist
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(f) TCCA-O
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(g) TCCA-OS
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(j) CDPMVL
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(k) STCCA-L
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(l) Truth

图 5.2: MSRC数据集上 t-SNE的可视化对比

其中 𝐶 表示类别总数, TP𝑖、TN𝑖、FP𝑖、FN𝑖 分别为第 𝑖类样本的真阳性数量、真阴性数量、假

阳性数量、假阴性数量.

F1分数考虑了精确率和召回率,适用于类别分布不平衡情形,其定义为

F1-score =
1
𝐶

𝐶∑
𝑖=1

2TP𝑖
2TP𝑖 + FP𝑖 + FN𝑖

. (5.52)

准确率和 F1分数的数值越高,表明对比方法的分类性能越优.

5.4.2 实验结果

表 5.2和表 5.3分别列出了所提 STCCA-L与其他方法在分类准确率和 F1分数上的对比

结果. 其中,最佳结果以粗体标注, “-”表示内存不足. 由实验结果可见,所提 STCCA-L在所有

数数据集上的分类准确率与 F1分数均优于其他方法,验证了其在多视角分类任务中的有效性.

具体而言, 在 Animals、MSRC 及 3Sources 数据集上, STCCA-L 相较于次佳方法, 分类准确率

分别提升了 5.29%、4.76%和 4.50%, F1分数分别提升了 3.41%、5.37%和 6.77%,提升效果显

著. 进一步, 图 5.2 展示了所有对比方法在 MSRC 数据集上的 t-SNE 可视化结果. 显然, 所提
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5.4 数值实验

STCCA-L对应的样本点中,相同类别 (同颜色)的聚集度最高,分类边界最清晰,进一步佐证了

其优异的分类性能.

与KNN相比,各类多视角子空间学习方法的分类性能均有提升. 此外,与RTSL、CDPMVL

等方法相比,基于典型相关分析的方法整体表现出更稳健的分类性能. 值得注意的是, RTSL在

大型数据集上出现内存不足错误, 说明该方法不适用于大规模多视角数据. 在 CCA、SCCA、

SGCCA 等矩阵型典型相关分析方法中, SCCA 取得了最优性能, 这主要归功于其引入的稀疏

正则. 相较于矩阵型典型相关分析方法,所提 STCCA-L展现出显著的性能优势,例如在 Hand-

written数据集上, STCCA-L相较于最优矩阵型典型相关分析方法,分类准确率提升 11.02%, F1

分数提升 18.96%. 同时也注意到, 张量典型相关分析方法在分类性能方面普遍优于矩阵方法.

但 TCCA在 BBCSport、Reuters、MNIST等数据集上未能取得令人满意的结果,相比之下,所提

STCCA-L既能够通过稀疏正则化筛选关键特征,通过正交正则化保证特征的独立性,又能够通

过拉普拉斯正则化利用数据的图结构信息, 从而在全部多视角数据集上实现了优异的分类性

能. 值得强调的是,在包含 5个视角的MSRC数据集上, STCCA-L相较于性能最优的其他张量

型 CCA方法,分类准确率提升 8.41%, F1分数提升 7.82%.

图 5.3为带有误差棒的准确率折线图,反映了不同方法在不同维度的分类准确率变化. 从

图中可看出, STCCA-L在八个数据集上的分类准确率均高于其他对比方法. 就趋势而言,随着

提取特征数量的增加, STCCA-L 的分类准确率呈现出更稳定的变化趋势. 以 Caltech101 数据

集为例,当提取的特征数量大于 8时, TCCA-O与 TCCA-OS的分类准确率呈现明显下降趋势,

推测其原因是特征数量过多导致的特征冗余问题,而所提 STCCA-L由于能够充分利用数据的

图结构信息,有效抑制了特征冗余,从而维持了性能的稳定性. 此外,从误差棒的大小分析可知,

STCCA-L显著小于其他对比方法,进一步验证了该方法的可靠性.
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图 5.3: 不同维度下的分类准确率
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5.4 数值实验

5.4.3 消融研究

本节在 3Sources、MSRC 及 Caltech101 三个数据集上开展消融研究, 设置四组对照实验:

(I)移除正交约束, (II)移除稀疏正则化, (III)移除图正则化, (IV)完整模型. 表 5.4详细列出了

各组对照实验的分类性能指标. 可清晰看出,移除稀疏正则或图正则后, STCCA-L的分类性能

均出现下降. 移除正交约束后,模型性能与完整 STCCA-L存在显著差异,这表明正交约束对模

型具有决定性作用. 图 5.4可视化了 STCCA-L及其三个退化模型的分类混淆矩阵,进一步验证

了各组件的有效性.

表 5.4: 消融研究的结果对比

方案
3Sources MSRC Caltech101

Accuracy F1-sorce Accuracy F1-score Accuracy F1-score
I 40.50±2.52 33.90±5.54 25.00±7.14 24.18±6.25 52.26±1.15 23.18±3.92
II 85.50±7.00 78.95±8.71 68.25±3.43 66.00±3.63 87.40±1.23 55.05±3.54
III 82.00±5.03 77.00±6.57 84.92±4.76 83.85±4.89 90.72±1.09 73.25±3.26
IV 91.50±4.12 89.67±4.94 89.92±2.71 83.84±2.82 92.08±1.23 78.42±3.23

Accuracy: 42.00 %

57.14% 0.00% 0.00% 0.00% 42.86%Business

Business

33.33% 0.00% 0.00% 11.11% 55.56%Entertainment

Entertainment

0.00% 0.00% 0.00% 50.00% 50.00%Health

Health

25.00% 0.00% 0.00% 25.00% 50.00%Politics

Politics

23.53% 0.00% 0.00% 5.88% 70.59%Sport

Sport

(a) 3Sources (I)

Accuracy: 86.00 %

88.89% 11.11% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00%Business

Business

0.00% 100.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00%Entertainment

Entertainment

0.00% 66.67% 33.33% 0.00% 0.00% 0.00%Health

Health

20.00% 20.00% 0.00% 60.00% 0.00% 0.00%Politics

Politics

0.00% 5.88% 0.00% 0.00% 94.12% 0.00%Sport

Sport

0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 100.00%Technology

Technology

(b) 3Sources (II)

Accuracy: 82.00 %

78.57% 7.14% 0.00% 0.00% 7.14% 7.14%Business

Business

0.00% 100.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00%Entertainment

Entertainment

0.00% 0.00% 100.00% 0.00% 0.00% 0.00%Health

Health

42.86% 14.29% 0.00% 42.86% 0.00% 0.00%Politics

Politics

0.00% 11.11% 0.00% 0.00% 88.89% 0.00%Sport

Sport

0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 100.00%Technology

Technology

(c) 3Sources (III)

Accuracy: 94.00 %

94.44% 0.00% 0.00% 0.00% 5.56% 0.00%Business

Business

0.00% 100.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00%Entertainment

Entertainment

0.00% 50.00% 50.00% 0.00% 0.00% 0.00%Health

Health

0.00% 14.29% 0.00% 85.71% 0.00% 0.00%Politics

Politics

0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 100.00% 0.00%Sport

Sport

0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 100.00%Technology

Technology

(d) 3Sources (IV)

Accuracy: 30.16 %

50.00% 20.00% 10.00% 0.00% 0.00% 20.00% 0.00%Tree

Tree

20.00% 20.00% 0.00% 0.00% 30.00% 20.00% 10.00%Building

Building

55.56% 11.11% 11.11% 0.00% 11.11% 0.00% 11.11%Airplane

Airplane

0.00% 0.00% 0.00% 50.00% 50.00% 0.00% 0.00%Cow

Cow

0.00% 14.29% 0.00% 14.29% 28.57% 14.29% 28.57%Face

Face

33.33% 22.22% 0.00% 0.00% 11.11% 22.22% 11.11%Car

Car

30.00% 10.00% 0.00% 0.00% 0.00% 30.00% 30.00%Bicycle

Bicycle

(e) MSRC (I)

Accuracy: 66.67 %

69.23% 15.38% 15.38% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00%Tree

Tree

41.67% 16.67% 8.33% 0.00% 8.33% 8.33% 16.67%Building

Building

0.00% 0.00% 83.33% 0.00% 0.00% 16.67% 0.00%Airplane

Airplane

18.18% 0.00% 0.00% 63.64% 9.09% 9.09% 0.00%Cow

Cow

0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 100.00% 0.00% 0.00%Face

Face

0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 90.00% 10.00%Car

Car

20.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 80.00%Bicycle

Bicycle

(f) MSRC (II)

Accuracy: 80.95 %

100.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00%Tree

Tree

30.00% 50.00% 0.00% 20.00% 0.00% 0.00% 0.00%Building

Building

0.00% 0.00% 100.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00%Airplane

Airplane

0.00% 0.00% 0.00% 100.00% 0.00% 0.00% 0.00%Cow

Cow

0.00% 21.43% 0.00% 0.00% 64.29% 0.00% 14.29%Face

Face

0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 87.50% 12.50%Car

Car

0.00% 11.11% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 88.89%Bicycle

Bicycle

(g) MSRC (III)

Accuracy: 93.65 %

100.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00%Tree

Tree

12.50% 75.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 12.50%Building

Building

0.00% 0.00% 100.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00%Airplane

Airplane

0.00% 0.00% 0.00% 100.00% 0.00% 0.00% 0.00%Cow

Cow

0.00% 14.29% 0.00% 0.00% 85.71% 0.00% 0.00%Face

Face

0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 100.00% 0.00%Car

Car

0.00% 8.33% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 91.67%Bicycle

Bicycle

(h) MSRC (IV)

Accuracy: 49.55 %

19.33% 78.15% 0.84% 0.00% 0.00% 1.68% 0.00%Faces

Faces

22.22% 76.59% 0.40% 0.00% 0.40% 0.40% 0.00%Motorbikes

Motorbikes

29.41% 58.82% 11.76% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00%Dollar

Dollar

25.00% 75.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00%Garfield

Garfield

25.00% 75.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00%Snoopy

Snoopy

30.00% 65.00% 0.00% 0.00% 0.00% 5.00% 0.00%Sign

Sign

16.67% 77.78% 0.00% 0.00% 0.00% 5.56% 0.00%Chair

Chair

(i) Caltech101 (I)

Accuracy: 85.75 %

100.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00%Faces

Faces

2.12% 97.88% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00%Motorbikes

Motorbikes

7.14% 50.00% 35.71% 0.00% 0.00% 0.00% 7.14%Dollar

Dollar

9.09% 63.64% 0.00% 0.00% 18.18% 9.09% 0.00%Garfield

Garfield

0.00% 75.00% 0.00% 0.00% 25.00% 0.00% 0.00%Snoopy

Snoopy

12.50% 50.00% 0.00% 0.00% 0.00% 29.17% 8.33%Sign

Sign

20.00% 73.33% 0.00% 0.00% 6.67% 0.00% 0.00%Chair

Chair

(j) Caltech101 (II)

Accuracy: 89.37 %

98.37% 1.63% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00%Faces

Faces

2.92% 97.08% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00%Motorbikes

Motorbikes

10.53% 5.26% 84.21% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00%Dollar

Dollar

10.00% 30.00% 0.00% 40.00% 20.00% 0.00% 0.00%Garfield

Garfield

57.14% 28.57% 0.00% 14.29% 0.00% 0.00% 0.00%Snoopy

Snoopy

24.00% 28.00% 0.00% 0.00% 4.00% 44.00% 0.00%Sign

Sign

11.11% 22.22% 5.56% 0.00% 0.00% 5.56% 55.56%Chair

Chair

(k) Caltech101 (III)

Accuracy: 92.53 %

98.36% 1.64% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00%Faces

Faces

0.80% 99.20% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00%Motorbikes

Motorbikes

0.00% 25.00% 75.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00%Dollar

Dollar

11.11% 55.56% 0.00% 33.33% 0.00% 0.00% 0.00%Garfield

Garfield

25.00% 25.00% 0.00% 0.00% 50.00% 0.00% 0.00%Snoopy

Snoopy

16.00% 16.00% 0.00% 4.00% 0.00% 64.00% 0.00%Sign

Sign

13.33% 20.00% 0.00% 6.67% 0.00% 6.67% 53.33%Chair

Chair

(l) Caltech101 (IV)

图 5.4: 混淆矩阵的可视化对比
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5.4 数值实验

为验证所提图构造策略的有效性,选取四种经典的方法作为对照,包括高斯核 (Gaussian)、

KNN、余弦相似度 (Cosine)及稀疏表示 (Sparse),同时本章方法记为 Adaptive. 表 5.5的实验结

果显示,所提自适应邻居图在不同图构造方法下均能保持稳定的优异性能,表明其对初始权重

矩阵选择的鲁棒性.

表 5.5: 图构造策略的消融研究

方法
3Sources MSRC Caltech101

Accuracy F1-score Accuracy F1-score Accuracy F1-score
Gaussian 78.60±7.12 69.74±9.01 88.09±4.38 87.25±5.15 93.25±1.21 77.15±4.11

KNN 77.80±4.47 69.75±7.28 90.47±4.85 89.51±5.83 92.89±1.35 74.95±3.06
Cosine 78.40±6.98 68.88±8.97 89.36±2.70 88.84±3.09 93.34±0.89 76.81±2.37
Sparse 75.40±5.96 64.98±6.54 87.94±5.03) 87.21±5.89 93.19±0.87 76.63±2.93

Adaptive 91.50±4.12 89.67±4.94 91.27±2.72 91.02±3.16 93.62±0.99 78.62±4.41

5.4.4 讨论

(1)鲁棒性分析

本节在八个多视角数据集上分别添加 10%-60%比例的高斯噪声,相应的分类准确率结果

如图 5.5 所示. 显然, 所有对比方法在含噪数据集上的分类性能均出现不同程度的下降. 尽管

所提 STCCA-L的性能也有小幅下滑,但相较于其他对比方法,其性能下降幅度更小. 例如,在

MNIST数据集上, STCCA-L的分类性能几乎不受噪声干扰.
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图 5.5: 随高斯噪声比例变化的分类准确率

(2)参数分析
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5.4 数值实验

所提 STCCA-L包含两个关键可调参数,即多阶图的最大阶数 𝑙 和稀疏度 𝜆. 图 5.6展示了

不同参数下的分类准确率结果,其中 𝜆 = {0.00001, 0.0001, . . . , 1} 以及 𝑙 = {1, 2, . . . , 10}. 可以
看出,降低 𝜆值有助于提升分类准确率. 例如,在 BBCSport数据集上,当 𝑙 = 3且 𝜆 = 0.0001时,

准确率达到 98.20%,显著优于 𝜆 = 1时获得的 94.50%. 参数 𝑙 对性能的影响未呈现一致规律,

但实验发现,当 𝑙 在 3到 7的范围内时,往往能取得最优性能.
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图 5.6: 不同参数对分类性能的影响

(3)稳定性分析

图 5.7给出了对比方法在八个数据集上的箱线图可视化结果. 从稳定性角度来看,张量典

型相关分析方法的表现显著优于其他对比方法. 与 TCCA-O相比,所提 STCCA-L不仅稳定性

更优,还能获得更高的分类准确率.

(a) 3Sources (b) MSRC (c) BBCsport (d) Reuters

(e) Caltech101 (f) Handwritten (g) MNIST (h) Animal

图 5.7: 稳定性分析的可视化对比
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5.5 本章小结

(4)时间分析

表 5.6列出了所有张量典型相关分析方法在八个数据集上的平均时间消耗. 可以看出,所

提 STCCA-L在大多数数据集上实现了具有竞争力的时间成本. 尽管 TCCA和 TCCA-O的运行

时间通常更短,但其分类性能较差. 值得注意的是, TMCCA在MNIST和 Animal数据集上的运

行速度最慢,表明其难以适配大规模数据集的实际应用需求. 总之, STCCA-L在保证优异分类

性能的同时,具备良好的计算效率。

表 5.6: 张量典型相关分析方法的时间比较
方法 3Sources MSRC BBCsport Reuters Caltech101 Handwritten MNIST Animal

TCCA 0.12 0.89 0.18 7.56 1.90 6.58 3.18 10.75
TCCA-O 0.11 1.01 0.18 7.77 1.35 6.79 3.31 10.95

TCCA-OS 0.69 5.71 0.53 10.95 4.03 8.42 3.82 25.83
TMCCA 0.34 15.98 1.32 45.64 2.41 26.53 54.39 97.90

STCCA-L 0.10 1.08 0.17 7.47 1.27 6.43 3.59 10.60

5.5 本章小结

本章针对现有典型相关分析方法鲁棒性差的问题, 提出了基于张量表示的多视角子空间

学习方法. 将稀疏正则与多阶图拉普拉斯正则有机融合, 既有效抑制了特征冗余现象, 又充分

挖掘并利用了不同视角数据的内在结构信息. 为求解由此产生的优化问题,设计了一种流形近

端梯度算法, 并引入子空间牛顿法对其进行加速. 从理论层面, 严格证明了该算法所生成的迭

代序列能够收敛至问题的驻点. 实验结果表明,所提方法优于现有主流的典型相关分析方法与

其他多视角学习方法.
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第 6章 基于稀疏低秩对比学习的特征选择

传统基于稀疏主成分分析的方法普遍依赖欧氏距离构造损失函数, 难以有效刻画样本间

的复杂关系. 为此,本章提出了融合对比学习的双稀疏约束的无监督特征选择 (double sparsity

constrained optimization feature selection with contrastive learning, DSCOFS-CL).该模型利用对比

学习构造损失函数,并引入稀疏低秩约束增强投影空间中对样本关系的表征,从而提高特征选

择的性能. 针对该非凸非连续问题,设计了基于梯度下降和硬阈值的近端交替最小化算法. 实

验结果表明,所提 DSCOFS-CL在真实数据集上的平均聚类准确率提升了至少 1.70%.

6.1 引言

基于主成分分析 (principal component analysis, PCA)[87]和稀疏主成分分析 (sparse principal

component analysis, SPCA)[43]的无监督特征选择方法受到学术界的广泛关注学者. 正如第 2章

所述,作为经典的统计分析方法,主成分分析的核心思想是通过正交的线性变换矩阵将原始高

维数据投影到新的低维空间,使投影后的数据方差最大,从而在较低的维度下尽可能地保留数

据的主要信息. 给定数据 𝑨 = [𝒂1, 𝒂2, . . . , 𝒂𝑛] ∈ R𝑑×𝑛,若将数据降维至 𝑚 维,可以记投影矩阵

为 𝑿 = [𝒙1, 𝒙2, . . . , 𝒙𝑚] ∈ R𝑑×𝑚,其中 𝒙𝑖 ∈ R𝑑 是投影矩阵 𝑿 的第 𝑖 个列向量,也表示第 𝑖 个投

影方向. 同时,每个投影方向还应满足 𝒙𝑇𝑖 𝒙𝑖 = 1和 𝒙𝑇𝑖 𝒙 𝑗 = 0 (𝑖 ≠ 𝑗). 从重构误差的角度看,主成

分分析的数学模型可表示为

min
𝑿

∥𝑨 − 𝑿𝑿𝑇 𝑨∥2
𝐹

s.t. 𝑿𝑇𝑿 = 𝑰𝑚 .
(6.1)

最小化重构误差模型通常采用 Frobenius范数作为度量标准,而该范数隐含地假设各特征之间

具有相同的尺度和重要性.但是在实际数据中, 特征之间的尺度和分布往往存在差异性. 这意

味着,即使仅有少数噪声和离群值,其平方差也可能显著增加,甚至可能导致误差评估失真. 虽

然稀疏主成分分析一定程度缓解了数据噪声和冗余的情况, 但是使用何种范数度量重构误差

仍是一个值得深入研究的问题.

为了提高稳定性, Ke等[88]采用 ℓ1范数度量重构误差,其数学模型为

min
𝑿

∥𝑨 − 𝑿𝑿𝑇 𝑨∥1

s.t. 𝑿𝑇𝑿 = 𝑰𝑚 .
(6.2)

与 Frobenius 范数不同, ℓ1 范数刻画的是所有元素的绝对值之和, 因此对少数噪声和离群值的

影响相对较小. 当数据中存在较多不相关或冗余特征时, ℓ1 范数倾向于找到较少的非零元素.



6.1 引言

原始空间
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图学习 双稀疏约束

图 6.1: 所提 DSCOFS-CL特征选择的流程图

值得注意的是,ℓ1范数不具有旋转不变性[89],且依赖数据本身结构的方向性. 此外, ℓ1范数不能

正确计算重构数据和原始数据之间的欧氏距离. 为了解决上述问题, Wang等[90]使用 ℓ2,𝑝 (0 <
𝑝 < 2)范数度量重构误差,其数学模型为

min
𝑿

∥𝑨 − 𝑿𝑿𝑇 𝑨∥𝑝2,𝑝

s.t. 𝑿𝑇𝑿 = 𝑰𝑚 .
(6.3)

这里, ℓ2,𝑝 范数与 Frobenius范数相比,降低了少数噪声和离群值的影响. 因此, ℓ2,𝑝 范数在保留

原本旋转不变性的同时又具有一定的鲁棒性. 在实际的应用中, 𝑝 常取值为 (0, 1),而当 𝑝 取一

个非常小的值时, ℓ2,𝑝 范数将会失去区分正确样本的能力. 综上所述,现有基于不同损失函数度

量重构误差的方法, 依然无法充分反应样本间复杂关系, 这可能导致重构误差评估不合理, 从

而降低模型的判别性能,难以满足下游任务的需求.

对比学习[91]作为一种新兴的人工智能技术,其核心在于通过缩小相似样本（正样本对）的

距离,同时扩大不同类别样本 (负样本对)之间的差异,从而在无监督条件下挖掘数据中的潜在

类别结构. 最近, Zhang等[92] 首先建立用于定义正负样本的对比学习图,然后通过最小化对比

损失函数来确定投影矩阵. 此外, Zhou等[93]引入对比学习损失[94]来度量主成分分析的重构误

差, 同时对投影矩阵和自表示矩阵施加 ℓ1,2 范数约束, 实现了更好的无监督特征选择性能. 随

后, Zhou等[95] 通过在原始空间和投影空间中联合学习自表示矩阵,进一步提出基于联合自表

示图学习的无监督特征选择方法.

受此上述启发,为最大限度保留图的全局结构,克服现有方法中稀疏结构表示不充分、局

部特征辨别不准确等问题,本章提出了融合对比学习的双稀疏约束的无监督特征选择方法,其

流程如图 6.1所示. 本章的主要贡献为
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6.2 数学模型

(1) 通过同时引入对比学习、双稀疏约束及低秩约束,并采用自表示重构框架,构建了新的基

于主成分分析的特征选择模型.

(2) 设计了有效的近端交替最小化算法, 其所有子问题具有良好的解析表达式, 或可被高效

求解器快速计算.

(3) 数值实验评估了所提方法的性能, 验证了对比学习框架的作用, 并表明了稀疏约束与低

秩约束的有效性.

6.2 数学模型

6.2.1 对比学习

给定重构数据 𝑨̂ = [ 𝒂̂1, 𝒂̂2, . . . , 𝒂̂𝑛] ∈ R𝑑×𝑛. 基于负样本共享采样策略[96],对于样本 𝒂𝑖,其

正样本为对应的重构样本 𝒂̂𝑖,令剩余的 2(𝑛− 1)为负样本. 为了度量对比学习损失误差,可以使

用归一化温度缩放交叉熵损失[97]. 具体地,对于原始数据 𝒂𝑖,其交叉熵损失为

𝐿𝑐 (𝒂𝑖) = − log exp(𝑠(𝒂𝑖, 𝒂̂𝑖)/𝜏)
𝑛∑

𝑗=1, 𝑗≠𝑖
exp(𝑠(𝒂𝑖, 𝒂 𝑗 )/𝜏) +

𝑛∑
𝑗=1

exp(𝑠(𝒂𝑖, 𝒂̂ 𝑗 )/𝜏)
,

(6.4)

其中, 𝜏是用来控制相似度计算的温度参数, 𝑠(𝒂𝑖, 𝒂̂ 𝑗 )为相似度度量,这里取

𝑠(𝒂𝑖, 𝒂̂ 𝑗 ) = 𝒂𝑇𝑖 𝒂̂ 𝑗 . (6.5)

类似地,对于重构数据 𝒂̂𝑖,其交叉熵损失为

𝐿𝑐 ( 𝒂̂𝑖) = − log exp(𝑠( 𝒂̂𝑖, 𝒂𝑖)/𝜏)
𝑛∑

𝑗=1, 𝑗≠𝑖
exp(𝑠( 𝒂̂𝑖, 𝒂̂ 𝑗 )/𝜏) +

𝑛∑
𝑗=1

exp(𝑠( 𝒂̂𝑖, 𝒂 𝑗 )/𝜏)
.

(6.6)

对于交叉熵损失,分母越大表示样本相似度越高,相反地,分母越小表示样本相似度越低,即负

样本对的相似度越低. 对比学习的本质是最大化正对之间的相似性和最小化负对之间的相似

性,即交叉熵损失越小. 因此,对比学习损失函数可表示为

𝐿𝑐 (𝑨, 𝑨̂) =
1
2𝑛

𝑛∑
𝑖=1

(𝐿𝑐 (𝒂𝑖) + 𝐿𝑐 ( 𝒂̂𝑖)). (6.7)

图 6.2展示了分别利用欧式距离度量和对比学习损失得到的投影空间结果. 可以看出,利用欧

式距离评估相似度可能会导致不同类别样本之间的相似度较高,而同类别的相似度较低,这使

得投影空间中不同类别样本之间的划分不清晰. 相比之下,采用对比学习损失设定正负样本对

后,投影空间中的同类样本由于包含了大量相似信息而更加紧凑,且不同类别样本之间的边界

更加明显,从而提升了判别性能.
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图 6.2: 不同度量得到的投影空间

6.2.2 稀疏主成分分析

通过引入稀疏约束, Nie 等[20] 提出特征稀疏约束主成分分析 (feature-sparsity constrained

PCA, FSPCA) ,即

min
𝑿

∥𝑨 − 𝑿𝑿𝑇 𝑨∥2
𝐹

s.t. 𝑿𝑇𝑿 = 𝑰𝑚, ∥𝑿∥2,0 ≤ 𝑠,
(6.8)

其中, 𝑠 > 0表示非零行的个数,对应所选择特征的数量. 注意, Li等[9] 考虑了上述模型非凸松

弛的情形,即 ℓ2,𝑝 (0 < 𝑝 ≤ 1)范数正则,提出了用于特征选择的稀疏主成分分析 (sparse PCA for

feature selection, SPCAFS)模型.

为了探究数据的复杂稀疏结构, Xiu等[98] 提出了双稀疏约束 (即行稀疏和元素稀疏)优化

特征选择 (double sparsity constrained optimization feature selection, DSCOFS),具体形式为

min
𝑿

∥𝑨 − 𝑿𝑿𝑇 𝑨∥2
𝐹

s.t. 𝑿𝑇𝑿 = 𝑰𝑚, ∥𝑿∥2,0 ≤ 𝑠1, ∥𝑿∥0 ≤ 𝑠2,
(6.9)

其中, 𝑠1 > 0表示非零行的个数, 𝑠2 > 0表示非零元素的个数.

6.2.3 构建模型

正如前文所述,以 Frobenius范数度量损失的无监督学习方法难以有效挖掘数据中潜在的

类别结构. 为此,本章在式 (6.9)的基础上,引入如下对比学习机制构建新型损失函数. 这种改

进不仅保留了原始模型对数据稀疏结构的捕捉能力, 更重要的是通过对比学习策略可以显式
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6.3 优化算法

地建模样本间的相似性和差异性,进而提升无监督特征选择的性能. 基于对比学习的稀疏低秩

无监督特征选择 (DSCOFS with contrastive learning, DSCOFS-CL)的数学模型为

min
𝑿,𝒁

𝜆𝐿𝑐 (𝑨, 𝑨𝒁) + (1 − 𝜆)𝐿𝑐 (𝑿𝑇 𝑨, 𝑿𝑇 𝑨𝒁)

s.t. 𝑿𝑇𝑿 = 𝑰𝑚, ∥𝑿∥2,0 ≤ 𝑠1, ∥𝑿∥0 ≤ 𝑠2,

rank(𝒁) ≤ 𝑟, diag(𝒁) = 0,

(6.10)

其中, 𝒁 ∈ R𝑛×𝑛 为自表示矩阵, 𝑨𝒁 和 𝑿𝑇 𝑨𝒁 分别表示原始空间数据 𝑨和投影空间数据 𝑿𝑇 𝑨

通过自表示学习的重构数据. 0 < 𝜆 < 1用于调节原始空间和投影空间参与自表示图学习的比
重. diag(𝒁) = 0表示矩阵 𝒁的对角线元素为零,用于避免一般解 𝒁 = 𝑰𝑛,其中 𝑰𝑛 为 𝑛 × 𝑛单位
矩阵. 𝑟 > 0用于控制矩阵 𝒁的秩,可根据实际需求进行设置.

与现有无监督特征选择方法相比, DSCOFS-CL 具有以下特点: (1) 对投影矩阵嵌入约束

∥𝑿∥2,0 ≤ 𝑠1 和 ∥𝑿∥0 ≤ 𝑠2,可以去除无关特征和噪音,即双稀疏约束; (2)对自表示矩阵引入低

秩约束 rank(𝒁) ≤ 𝑟 和 diag(𝒁) = 0,可以保留数据的全局结构,即图学习; (3)利用交叉熵衡量

正负样本之间的相似性,即对比学习.

6.3 优化算法

由于式 (6.10)是非凸非连续的优化问题,且对比学习损失的计算较为繁琐,于是引入辅助

变量 𝑷 = 𝑿、𝑸 = 𝑿 和 𝒀 = 𝒁,将式 (6.10)等价转化为

min
𝑿,𝒁,𝒀 ,𝑷,𝑸

𝜆𝐿𝑐 (𝑨, 𝑨𝒁) + (1 − 𝜆)𝐿𝑐 (𝑿𝑇 𝑨, 𝑿𝑇 𝑨𝒁)

s.t. 𝑿𝑇𝑿 = 𝑰𝑚, 𝑷 = 𝑿, 𝑸 = 𝑿, 𝒀 = 𝒁,

𝑷 ∈ S1, 𝑸 ∈ S2, 𝒀 ∈ R, 𝒁 ∈ D,

(6.11)

其中

S1 = {𝑷 ∈ R𝑑×𝑚 | ∥𝑷∥2,0 ≤ 𝑠1}, S2 = {𝑸 ∈ R𝑑×𝑚 | ∥𝑸∥0 ≤ 𝑠2},

R = {𝒀 ∈ R𝑛×𝑛 | rank(𝒀) ≤ 𝑟}, D = {𝒁 ∈ R𝑛×𝑛 | diag(𝒁) = 0}.
(6.12)

利用惩罚函数方法,式 (6.11)可转化为

min
𝑿,𝒁,𝒀 ,𝑷,𝑸

𝜆𝐿𝑐 (𝑨, 𝑨𝒁) + (1 − 𝜆)𝐿𝑐 (𝑿𝑇 𝑨, 𝑿𝑇 𝑨𝒁) + 𝜇∥𝑿𝑇𝑿 − 𝑰𝑚 ∥2
𝐹

+ 𝛼∥𝒁 − 𝒀 ∥2
𝐹 + 𝛽∥𝑿 − 𝑷∥2

𝐹 + 𝛾∥𝑿 − 𝑸∥2
𝐹

s.t. 𝒁 ∈ D, 𝒀 ∈ R, 𝑷 ∈ S1, 𝑸 ∈ S2,

(6.13)

其中, 𝜇, 𝛼, 𝛽, 𝛾 > 0是惩罚参数. 设 𝑿𝑘、𝒁𝑘、𝒀 𝑘、𝑷𝑘 和 𝑸𝑘 是第 𝑘 次更新的变量,同时在迭代

过程中,引入近端参数 0 < 𝜏𝑖 < ∞ (𝑖 = 1, 2, 3, 4, 5).
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6.3.1 更新 𝑿

经过简化,得到 𝑿 的子问题为

min
𝑿

(1 − 𝜆)𝐿𝑐 (𝑿𝑇 𝑨, 𝑿𝑇 𝑨𝒁𝑘 ) + 𝜇∥𝑿𝑇𝑿 − 𝑰𝑚 ∥2
𝐹

+ 𝛽∥𝑿 − 𝑷𝑘 ∥2
𝐹 + 𝛾∥𝑿 − 𝑸𝑘 ∥2

𝐹 + 𝜏1∥𝑿 − 𝑿𝑘 ∥2
𝐹 .

(6.14)

式 (6.14)是一个无约束的优化问题,可以通过梯度下降法求解. 设目标函数为 𝑓 (𝑋),则 𝑿𝑘+1的

更新可以根据下式计算

𝑿𝑘+1 = 𝑿𝑘 − 𝜂1
𝜕 𝑓 (𝑿)
𝜕𝑿

, (6.15)

其中, 𝜂1 > 0表示更新的步长. 由梯度定义,对比学习损失函数式 (6.7)的梯度为

𝜕𝐿𝑐 (𝑨, 𝑨̂)
𝜕𝑋𝑝𝑞

=
1
2𝑛

𝑛∑
𝑖=1

( 𝜕𝐿𝑐 (𝒂𝑖)
𝜕𝑋𝑝𝑞

+ 𝜕𝐿𝑐 ( 𝒂̂𝑖)
𝜕𝑋𝑝𝑞

). (6.16)

根据文献[93],令 𝒈 = [𝒂𝑇𝑖 𝑿𝑿𝑇 𝒂1, 𝒂
𝑇
𝑖 𝑿𝑿𝑇 𝒂2, . . . , 𝒂

𝑇
𝑖 𝑿𝑿𝑇 𝒂𝑛] ∈ R𝑛,则上式可表示为

𝜕𝐿𝑐 (𝑨, 𝑨̂)
𝜕𝑋𝑝𝑞

= −
𝑡 +

𝑛∑
𝑗=1

exp(𝒈 𝑗/𝜏)

exp(𝒈𝑖/𝜏)
× ( 𝜕 (exp(𝒈𝑖/𝜏))

𝜕𝑋𝑝𝑞
+
𝜕 (1/(𝑡 +

𝑛∑
𝑗=1

exp(𝒈 𝑗/𝜏)))

𝜕𝑋𝑝𝑞
)

−

𝑛∑
𝑗=1: 𝑗≠𝑖

exp(𝒈𝑖/𝜏) +
𝑛∑
𝑗=1

exp(𝒈 𝑗/𝜏)

exp(𝒈𝑖/𝜏)

× ( 𝜕 (exp(𝒈𝑖/𝜏))
𝜕𝑋𝑝𝑞

+
𝜕 (1/(

𝑛∑
𝑗=1: 𝑗≠𝑖

exp(𝒈𝑖/𝜏) +
𝑛∑
𝑗=1

exp(𝒈 𝑗/𝜏)))

𝜕𝑋𝑝𝑞
),

(6.17)

其中 𝑋𝑝𝑞 表示矩阵 𝑋 的第 𝑝行 𝑞列元素, 𝑡 =
∑𝑛
𝑗=1: 𝑗≠𝑖 exp(𝒂𝑇𝑖 𝑿𝑿𝑇 𝒂 𝑗/𝜏),以及

𝜕𝒈 𝑗

𝜕𝑋𝑝𝑞
=
𝜕 (𝒂𝑇𝑖 𝑿𝑿𝑇 𝒂 𝑗 )

𝜕𝑋𝑝𝑞
=

𝑑∑
𝑙=1

𝑋𝑙𝑞 (𝐴𝑙𝑖𝐴𝑝 𝑗 + 𝐴𝑝𝑖𝐴𝑙 𝑗 ). (6.18)

因此,要计算目标函数的梯度只需将式 (6.16)中的 𝑨和 𝑨̂分别替换为 𝑿𝑇 𝑨和 𝑿𝑇 𝑨𝒁𝑘 . 不过

由于上述计算较为繁琐,本章在迭代过程中直接使用 Pytorch的自动推导机制[93].

6.3.2 更新 𝒁

关于 𝒁的子问题可整理为
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6.3 优化算法

min
𝒁

𝜆𝐿𝑐 (𝑨, 𝑨𝒁) + (1 − 𝜆)𝐿𝑐 (𝑿𝑘+1,𝑇 𝑨, 𝑿𝑘+1,𝑇 𝑨𝒁)

+ 𝛼∥𝒁 − 𝒀 𝑘 ∥2
𝐹 + 𝜏2∥𝒁 − 𝒁𝑘 ∥2

𝐹

s.t. diag(𝒁) = 000.

(6.19)

为了使 𝒁的对角元素为零,令 𝒁 = 𝑴 − Diag(𝑴),其中 Diag(𝑴) 是由 𝑴 对角元素组成的对角

矩阵. 于是,式 (6.19)可以改写为

min
𝑴

𝜆L𝑐 (𝑨, 𝑨(𝑴 − Diag(𝑴))) + (1 − 𝜆)L𝑐 (𝑿𝑘+1,𝑇 𝑨, 𝑿𝑘+1,𝑇 𝑨(𝑴 − Diag(𝑴)))

+ 𝛼∥𝑴 − Diag(𝑴) − 𝒀 𝑘 ∥2
𝐹 + 𝜏2∥𝑴 − Diag(𝑴) − 𝑴𝑘 + Diag(𝑴𝑘 )∥2

𝐹 .
(6.20)

设式 (6.20)的目标函数为 ℎ(𝑴),则 𝑴𝑘+1可以通过梯度下降计算

𝑴𝑘+1 = 𝑴𝑘 − 𝜂2
𝜕ℎ(𝑴)
𝜕𝑴

, (6.21)

其中, 𝜂2 > 0表示更新的步长. 从而可以得到

𝒁𝑘+1 = 𝑴𝑘+1 − Diag(𝑴𝑘+1). (6.22)

注意,此处迭代过程依旧直接使用 Pytorch的自动推导机制.

6.3.3 更新 𝒀

更新完 𝑿, 𝒁,接下来计算

min
𝒀

∥𝒁𝑘+1 − 𝒀 ∥2
𝐹 + 𝜏3∥𝒀 − 𝒀 𝑘 ∥2

𝐹

s.t. rank(𝒀) ≤ 𝑟.
(6.23)

将式 (6.23)的两项 Frobenius范数合并,得到

min
𝒀

∥ 𝒁
𝑘+1 + 𝜏3𝒀 𝑘

1 + 𝜏3
− 𝒀 ∥2

𝐹

s.t. rank(𝒀) ≤ 𝑟.
(6.24)

式 (6.24)可以通过奇异值分解求解. 设 𝑩𝑘+1 = 𝒁𝑘+1+𝜏3𝒀𝑘

1+𝜏3 ,则有

𝑩𝑘+1 = 𝑼𝚺𝑽𝑇 , (6.25)

其中𝑼,𝑽,𝚺 ∈ R𝑛×𝑛, 𝚺的对角元素是矩阵 𝑩𝑘+1按降序排列的奇异值. 分别取𝑼和𝑽𝑇 的前 𝑟列

和前 𝑟 行得到𝑼𝒓 ∈ R𝑛×𝑟 和 𝑽𝑇𝑟 ∈ R𝑟×𝑛,取 𝚺的前 𝑟 个奇异值得到 𝚺𝑟 ∈ R𝑟×𝑟 . 根据 Eckart-Young

逼近引理[99]得, 𝒀 𝑘+1的解析形式为

𝒀 𝑘+1 = 𝑼𝑟𝚺𝑟𝑽
𝑇
𝑟 . (6.26)
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6.3.4 更新 𝑷

关于 𝑷子问题,可简化为

min
𝑷

∥𝑿𝑘+1 − 𝑷∥2
𝐹 + 𝜏4∥𝑷 − 𝑷𝑘 ∥2

𝐹

s.t. ∥𝑷∥2,0 ≤ 𝑠1,
(6.27)

等价于

min
𝑷

∥ 𝑿
𝑘+1 + 𝜏4𝑷𝑘
1 + 𝜏4

− 𝑷∥2
𝐹

s.t. ∥𝑷∥2,0 ≤ 𝑠1.
(6.28)

设 𝑪𝑘+1 = 𝑿𝑘+1+𝜏4𝑷𝑘

1+𝜏4 ,计算 𝑪𝑘+1每一行的 ℓ2范数 ∥(𝒄𝑖)𝑘+1∥2,并将其中第 𝑠1大的值记为 𝑡𝑘+1
𝑠1 . 考

虑到 ℓ2,0范数的行稀疏性[100], 𝑷𝑘+1的解析形式为

( 𝒑𝑖)𝑘+1 =


(𝒄𝑖)𝑘+1, ∥(𝒄𝑖)𝑘+1∥2 ≥ 𝑡𝑘+1

𝑠1 ,

000, ∥(𝒄𝑖)𝑘+1∥2 < 𝑡
𝑘+1
𝑠1 .

(6.29)

6.3.5 更新 𝑸

类似地,计算

min
𝑸

∥𝑿𝑘+1 − 𝑸∥2
𝐹 + 𝜏5∥𝑸 − 𝑸𝑘 ∥2

𝐹

s.t. ∥𝑸∥0 ≤ 𝑠2,
(6.30)

等价于

min
𝑸

∥ 𝑿
𝑘+1 + 𝜏5𝑸𝑘

1 + 𝜏5
− 𝑸∥2

𝐹

s.t. ∥𝑸∥0 ≤ 𝑠2.
(6.31)

记 𝑫𝑘+1 = 𝑿𝑘+1+𝜏5𝑸𝑘

1+𝜏5 , 对 𝑫𝑘+1 取绝对值, 并将其中第 𝑠2 大的绝对值记为 𝑡𝑘+1
𝑠2 . 通过硬阈值算

子[101]可以直接得到 𝑸𝑘+1的解析形式为

𝑄𝑘+1
𝑖 𝑗 =


𝐷𝑘+1
𝑖 𝑗 , |𝐷𝑘+1

𝑖 𝑗 | ≥ 𝑡𝑘+1
𝑠2 ,

0, |𝐷𝑘+1
𝑖 𝑗 | < 𝑡𝑘+1

𝑠2 .
(6.32)

综上所述,求解式 (6.13)的算法框架可以概括为算法 3.
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算法 3求解式 (6.13)的近端交替最小化算法
输入: 数据 𝑨,参数 𝜆, 𝜇, 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝑠1, 𝑠2, 𝑟, 𝜏𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3, 4, 5)以及 𝑚

初始化: 令 𝑘 = 0,根据初始化策略得到 (𝑿0, 𝒁0,𝒀0, 𝑷0,𝑸0) 以及 𝑴0

当 未收敛 时

1: 通过式 (6.15)得到 𝑿𝑘+1

2: 通过式 (6.22)得到 𝒁𝑘+1

3: 通过式 (6.26)得到 𝒀 𝑘+1

4: 通过式 (6.29)得到 𝑷𝑘+1

5: 通过式 (6.32)得到 𝑸𝑘+1

结束循环
输出: (𝑿𝑘+1, 𝒁𝑘+1,𝒀 𝑘+1, 𝑷𝑘+1,𝑸𝑘+1)

6.3.6 复杂度分析

对于算法 3,计算主要体现在五个子问题的迭代过程. 在更新𝒀子问题时,需要进行奇异值

分解,其标准算法复杂度通常为 𝑂 (𝑛3),这主要归因于特征值和特征向量的计算过程. 在更新 𝑷

子问题时, 需要先计算 𝑪𝑘+1 再将其投影到行稀疏集合上, 因此计算量为 𝑂 (𝑑𝑚) 和 𝑂 (𝑑log𝑠1).
类似地,在更新 𝑸子问题时,需要先计算 𝑫𝑘+1再将其投影到稀疏集合上,因此计算量为𝑂 (𝑑𝑚)
和 𝑂 (𝑑𝑚log𝑠2).

6.4 数值实验

本节将通过数值实验验证 DSCOFS-CL 的有效性和优越性, 对比方法共 8 种, 包括 Lap-

Score[14]、UDFS[102]、SOGFS[17]、RNE[16]、FSPCA[20]、SPCAFS[9]、DSCOFS[98]和 SPCA-CL[95].

数据集信息如表 6.1所示. 本章使用 Python 3.12, PyTorch 2.3.0,并辅以 NumPy等科学计算库.

硬件环境为 Intel Core i9-13900K CPU, 64GB内存, NVIDIA RTX A4000显卡.

表 6.1: 所选数据集的信息

数据集 特征数 样本数 类别数
COIL20 1,024 1,440 20
USPS 256 1,000 10

GLIOMA 4,434 50 4
UMIST 644 575 20
ISOLET 617 1,560 26

MSTARSC 1,024 2,425 10
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图 6.3: 对比方法的 ACC曲线

6.4.1 实验设置

(1)参数设置

对于 DSCOFS-CL, 投影维度固定为数据的类别数. 元素稀疏度参数设置为 𝑠2 = 𝑐𝑑𝑚, 其

中 𝑐 是稀疏度百分比, 表示保留元素个数的百分比, 而 𝑑𝑚 是变换矩阵 𝑋 中的元素总数. 𝑐 从

{0.1, 0.2, . . . , 0.5}中选择. 设定低秩约束 𝑟 = 0.1𝑛,保证自表示矩阵的低秩性. 根据文献[9] 中的

参数设定,正则化参数和惩罚参数通过网格搜索策略从 {10−6, 10−4, . . . , 106}中调优. 对于所有

数据集,特征数量从 {10, 20, . . . , 100}中选取. 设定平衡参数 𝜆 = 0.5,保证原始空间和投影空间

的同等重要性.

(2)初始化

为了取得一般的非正交初始解, 实验中采用 Xavier 均匀初始化. 对于变量 𝑿 ∈ R𝑑×𝑚 和

𝑴 ∈ R𝑛×𝑛,初始化范围为

𝑿0 ∼ 𝑈 (−
√

6
𝑑 + 𝑚,

√
6

𝑑 + 𝑚 ), 𝑴0 ∼ 𝑈 (−
√

3
𝑛
,

√
3
𝑛
). (6.33)

设 𝑩0 = 𝒁0/(1+ 𝜏3)、𝑪0 = 𝑿0/(1+ 𝜏4)和 𝑫0 = 𝑿0/(1+ 𝜏5),则 𝒀0、𝑷0和 𝑸0可以根据式 (6.26)、

(6.29)和 (6.32)式得到. 此外,算法 3的迭代次数满足 500步时停止 (与文献[95]保持一致).

(3)评估指标

评估指标选择第 2 章中的准确率 (accuracy, ACC) 和归一化互信息 (normalized mutual in-
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图 6.4: 对比方法的 NMI曲线

formation, NMI).需要注意的是, 𝑘均值聚类算法受初始点的影响较大,所以选择执行 50次 𝑘均

值聚类并计算出平均值和标准差,同时记录下最优参数下的聚类结果.

6.4.2 实验结果

图 6.3和图 6.4展示了不同特征数量 ACC和 NMI的均值曲线, 其中 ALLfea作为参考基

准,最优实验结果采用黑体标注. 表 6.2和表 6.3给出了在 100个特征范围内最佳 ACC和 NMI

的平均值,标准差以及相应的特征数量.

从图 6.3可以看出, DSCOFS-CL在所有数据集上都表现出卓越的性能. 在 DSCOFS有着

优越性能的前提下, DSCOFS-CL融合了对比学习后相比 DSCOFS有了进一步的提升,同时相

比 SPCA-CL也有一定的提升,这在UMIST、GLIOMA和 ISOLET数据集上的表现较为明显. 从

表 6.2可以观察到, DSCOFS-CL在所有数据集上均表现最好,同时第二好的结果均由 DSCOFS

和 SPCA-CL得到. 特别地, DSCOFS-CL在GLIOMA、UMIST和 ISOLET数据集上有不错的提

升,相较于第二好的结果分别有 1.68%、1.40%和 2.69%的增长. 在六个数据集上的平均 ACC

结果, DSCOFS和 SPCA-CL仅相差 0.15%,而 DSCOFS-CL相较于 DSCOFS和 SPCA-CL分别

提升了 1.85%和 1.7%.

从图 6.4 也可以观察到, DSCOFS-CL 展现出卓越的性能. DSCOFS-CL 在 ISOLET 数据

集上有着一定的提升, 且是唯一超过基线的方法. 值得注意的是, 在 GLIOMA 数据集上, 当

DSCOFS-CL 所选特征为 50 时, NMI 结果较低. 这与 ACC 曲线上的表现相反, 进一步说明了
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6.4 数值实验

ACC和 NMI在同组参数下不一定是完全正相关的. 从表 6.3可以发现, DSCOFS-CL均取到了

最好或者第二好的结果. 与 ACC结果类似,DSCOFS-CL在 ISOLET数据集上依然有不错的提

升, 相比于第二好的 SPCA-CL 有 1.91% 的增加. 在六个数据集上的平均 NMI 结果, DSCOFS

取得第二好的表现, 并且相较于 SPCA-CL 提升了 0.45%, 而 DSCOFS-CL 相较于 DSCOFS 和

SPCA-CL分别提升了 1.06%和 1.51%.

由此可以得出结论, 对比学习损失作为重构误差的度量能够进一步挖掘数据的有效信息,

这也展现了 DSCOFS-CL的优越性和未来潜力.

6.4.3 消融实验

关于对比学习损失项, 在实验中选择了平衡参数 𝜆 = 0.5, 从而保证原始空间和投影空间

的同等重要性. 下面考虑当 𝜆 = 0的情形,即仅通过投影空间学习自表示矩阵. 需要注意的是,

DSCOFS-CL的特征选择是根据投影矩阵 𝑿确定的,因此当 𝜆 = 1时无法获得投影矩阵,于是在

本实验中不考虑 𝜆 = 1的情形. 为了便于描述,记式 (6.10)为 Case1,而当 𝜆 = 0时模型为 Case2.

在 COIL20和 UMIST数据集上进行特征选择实验,记录自表示矩阵 𝒁以及 ACC和 NMI结果.

利用 𝒁计算数据之间的相似度矩阵,即

𝑺 =
|𝒁 | + |𝒁 |𝑇

2
. (6.34)

相似度矩阵 𝑺的可视化结果如图 6.5所示, ACC和 NMI的结果如图 6.6所示.
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图 6.5: 相似度矩阵的可视化结果对比
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图 6.6: 消融实验结果对比

从图 6.5 可见, Case1 的相似度矩阵 𝑺 显示出明显的簇结构, 反映了数据在自表示过程中

的内在关联性. 同时, Case1还呈现低秩结构,表明低秩约束在模型中得到了有效体现. 与之相
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6.4 数值实验

比, Case2虽然揭示了低秩结构,但未能有效学习到簇结构. 因此,仅通过投影空间学习最优图

的效果并不理想,其原因在于数据经过投影降维后,可能会破坏原有的结构特征. 从图 6.6可以

看到, Case2的性能与 Case1的相比存在一定的差距. 结合图 6.5中的相似度矩阵 𝑺,可以得出

结论,学习原始空间中的数据结构对提升无监督特征选择性能是有效的. 综上, DSCOFS-CL通

过在原始空间和投影空间中联合学习自表示矩阵,能够获得更优的特征选择效果.

6.4.4 统计检验

Friedman 检验是一种基于排名的统计方法, 常用于比较多种方法整体的平均性能是否存

在显著差异. 而后验 Nemenyi检验可以通过临界差异 (critical difference, CD)值来衡量两种方

法之间是否差异. 在本实验中, Friedman 检验的原假设 H0 表示所有对比方法的性能没有显

著差异. 在显著性水平设定为 𝛼 = 0.05 的情况下对 DSCOFS-CL 进行 Friedman 检验和后验

Nemenyi检验,其结果分别如表 6.4和图 6.7所示.

表 6.4: Friedman检验结果

方法 平均排名 𝑝值 假设
LapScore 6.67

2.28 × 10−5 拒绝

UDFS 6.00
SOGFS 7.33

RNE 7.17
FSPCA 6.17

SPCAFS 5.67
DSCOFS 2.50
SPCA-CL 2.50

DSCOFS-CL 1.00

Critical Distance=4.9047

9 8 7 6 5 4 3 2 1

DSCOFS-CL

DSCOFS

SPCA-CL

SPCAFS

UDFS

FSPCA

LapScore

RNE

SOGFS

图 6.7: 后验 Nemenyi检验结果

从表 6.4可以看到 𝑝 = 2.28 × 10−5,这意味着结果拒绝原假设 H0,即所有对比方法之间确

实存在显著差异. 从图 6.7则可以看到, DSCOFS、SPCA-CL和 SPCAFS与其他的方法都在同

一个 CD值内,这说明引入双稀疏和对比学习的无监督特征选择方法还没有与其他方法产生明
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6.4 数值实验

显差异,仍然有提升的余地. 而通过融入对比学习, DSCOFS-CL与 LapScore、UDFS、SOGFS、

RNE 和 FSPCA 之间产生了明显的差异, 这表明对比学习可以进一步挖掘数据中的有效信息,

从而实现更好的无监督特征选择性能.

6.4.5 讨论

(1)参数敏感度分析

对于 DSCOFS-CL,双稀疏约束参数 𝑠1 和 𝑠2 = 𝑐𝑑𝑚 是控制模型学习稀疏结构的关键,而 𝑟

是控制自表示矩阵 𝑍 学习数据结构的关键. 此外,惩罚参数 𝛼、𝛽和 𝛾 在式 (6.13)也会影响自

表示矩阵和双稀疏约束. 在实验中,将低秩结构固定为 𝑟 = 0.1𝑛,选择 𝑠1、𝑐、𝛼、𝛽和 𝛾分析这

些参数对特征选择性能的影响. 在 USPS数据集上的参数敏感度结果如图 6.8所示.
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图 6.8: USPS数据集上的参数敏感度分析结果

从图 6.8中的 (a)和 (e)可以看出,元素稀疏度 𝑠2对性能有较明显地影响. 尤其在稀疏度百

分比 𝑐 = 0.3时,性能有一定的提升,而在 𝑐 = 0.1时,性能明显下降,这说明稀疏度并不是越低

越好,过于低的稀疏度可能造成有效数据的丢失而影响性能. 从图 6.8中的 (b) - (h)可以观察到,

惩罚参数 𝛼、𝛽和 𝛾 对性能都有一定的影响,其中 𝛽和 𝛾 的影响相较于 𝛼更大. 这些参数都是

影响模型求解的关键, 因此在实验中要谨慎选择. 未来, 可以尝试使用自适应方法进行参数调

节,例如深度展开网络,以进一步优化模型的性能.

(2)稳定性分析

图 6.9 显示了最佳聚类结果的 50 次聚类分布. 可以看到 DSCOFS-CL 聚类结果有一定

的波动, 但 DSCOFS-CL 的整体结果优于其他对比方法. 特别是在 ISOLET 数据集上, 相比于

DSCOFS 以及对比的 SPCA-CL, 本章提出的 DSCOFS-CL 有着较为稳定的聚类结果和更高的
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6.4 数值实验

性能表现. 同时也注意到, DSCOFS-CL 在 USPS 数据集上的最大值和最小值波动较大, 这可

能是由于模型得到的特征区分度仍然不够所带来的影响. 综合考虑所有数据集的性能表现,

DSCOFS-CL展现出了良好的稳定性.
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图 6.9: 模型稳定性分析结果

为了直观地观察数据的分布以及理解聚类的结果,本实验采用 t-随机邻近嵌入 (t-distributed

stochastic neighbor embedding, t-SNE)[103] 技术展示特征子空间的数据分布. 首先通过特征选择

得到数据子集,然后利用 t-SNE技术将数据降维至二维,最后通过散点图呈现数据的低维分布.

从图 6.10可以观察到,在低维空间中数据呈现明显的聚类特征,因此使用聚类来检验特征选择

的性能是合理的.
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图 6.10: t-SNE可视化结果

(3)收敛性分析

为了验证算法 3 的收敛性, 记式 (6.13) 的目标函数为 Loss1, 式 (6.14) 和 (6.20) 的目标函

数为 Loss2和 Loss3. 损失函数在最优参数下迭代过程的变化如图 6.11所示. 从图中可以看出,

Loss1、Loss2和 Loss3在迭代过程中呈现一致的下降趋势,同时在 100次迭代内完成了快速的

收敛,并最终缓慢平稳. 值得注意的是, Loss2在 COIL20和 ISOLET数据集上接近 Loss1,而在
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6.5 本章小结

另外两个数据集上 Loss1,这与 Loss3相反. 这表明,原始空间和投影空间在不同数据集上对自

表示矩阵学习的影响程度存在差异. 最终,收敛曲线的变化从数值上验证了算法的收敛性.
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图 6.11: 收敛曲线

6.5 本章小结

本章针对无监督特征选择对异常值敏感的问题,提出了基于对比学习的稀疏低秩方法. 首

先, 相较于传统基于欧氏距离作为损失函数的方法, 该方法融合对比学习策略, 能够更充分地

挖掘样本之间的关系. 通过在原始空间与投影空间联合学习最优图结构,实现了数据全局与局

部分布的自适应表达. 同时, 利用双稀疏约束表示特征的稀疏结构, 使得图学习可以在低维空

间中更有效地捕捉数据特性. 此外, 还通过对自表示矩阵施加低秩约束, 使得模型能够保留图

的全局结构. 针对模型非凸非连续的特点,设计了基于梯度下降和硬阈值的一阶优化算法. 实

验结果表明了对比学习构建损失函数对无监督特征选择的有效性.
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第 7章 基于深度张量低秩表示的图像去噪

尽管遥感图像去噪方法已取得了令人瞩目的效果, 但当前大多数基于深度学习的方法以

黑盒模式运行,缺乏与物理信息模型的融合,导致其可解释性受限. 此外,许多方法难以捕捉遥

感图像中固有的非局部自相似性特征,且需通过繁琐的调参才能达到最优性能. 针对上述问题,

本章首先提出了稀疏张量辅助表示网络 (sparse tensor-aided representation network, STAR-Net).

该方法借助低秩先验信息, 可有效捕获遥感图像内部的非局部自相似性. 在此基础上, 进一步

将 STAR-Net扩展为稀疏变体 STAR-Net-S,以应对原始遥感图像中非高斯噪声带来的干扰. 在

算法方面,设计了由交替方向乘子法引导的深度展开网络,其所有正则参数均可通过网络训练

自动学习, 从而兼具基于模型方法的可解释性与基于深度学习方法的高效性. 实验结果表明,

所提 STAR-Net与 STAR-Net-S的去噪性能均优于当前主流的遥感图像去噪方法.

7.1 引言

随着遥感技术的快速发展,遥感图像在异常检测、去噪、分类及解混等领域得到了广泛应

用. 通过捕获精细的光谱信息, 遥感图像能够精准分析地面目标特征, 为环境监测、资源勘探

等实际场景提供数据支撑. 然而,在图像采集过程中,受传感器精度、外界干扰等因素影响,遥

感图像不可避免地受到噪声污染, 严重制约了后续数据分析的准确性与可靠性. 因此, 从含噪

遥感图像中恢复干净的目标图像, 已成为遥感图像领域亟待解决的关键挑战. 目前, 主流的遥

感图像去噪方法可分为两大类: 基于模型的方法与基于深度学习的方法.

基于模型的方法, 其核心思路是利用与自然图像统计特性或图像形成机制相关的物理先

验, 建立干净图像与含噪图像之间的关联, 进而实现噪声去除. 其中, 块匹配三维滤波 (block

matching 3D, BM3D)[104] 是应用最为广泛的方法之一. 它通过挖掘图像中非局部块的相似性,

实现高效去噪. 为充分利用遥感图像的跨波段信息, Maggioni 等[105]提出了块匹配四维滤波

(block matching 4D, BM4D). 低秩矩阵分解是另一类极具代表性的方法, Zhang 等[106]首次将

其引入遥感图像去噪领域, 为后续相关研究奠定了基础. 随后, Xu 等[107]基于该方法构建鲁

棒主成分分析模型, 有效加速了迭代过程. 由于遥感图像本质上属于三维数据, 采用张量表

示更契合其数据特性. 近年来, 低秩张量分解技术取得了显著进展. Chang 等[108]提出超拉普

拉斯正则化的单向低秩张量恢复 (hyper-laplacian low-rank tensor recovery, LLRT), 验证了其相

较于基于矩阵方法的性能优势. Wang 等[109]将全变分先验融入低秩张量分解 (low-rank tensor

decomposition with total variation, LRTDTV), 实现了优异的遥感图像去噪效果. He 等[110]引入

非局部自相似性, 充分挖掘图像的全局与局部几何结构, 提出了非局部与全局相遇 (non-local

meets global, NGMeet). Zha等[111]利用全局光谱特征与非局部结构化稀疏先验,构造了非局部



7.1 引言

图 7.1: 所提 STAR-Net和 STAR-Net-S的网络示意图

结构化稀疏正则化 (non-local structured sparsity regularization, NLSSR).值得注意的是, 尽管上

述基于模型的方法提供了强大的可解释性和理论保证, 但它们通常需要繁琐的正则参数调优

才能达到最佳性能.

基于深度学习的方法凭借强大的非线性拟合能力, 在遥感图像去噪领域取得了令人瞩目

的效果. 例如, Yuan等[112]设计空间-光谱卷积神经网络 (convolutional neural network, CNN),用

于挖掘含噪图像与干净图像之间的非线性映射关系. Wei等[113]采用三维卷积构建三维准循环

神经网络,实现遥感图像特征的同步提取. Maffei等[114]引入可逆下采样算子,提出高光谱图像

单去噪卷积神经网络 (hyperspectral image single denoising CNN, HSI-SDeCNN). Zhuang等[115]通

过分解遥感图像特征,并将其与卷积神经网络结合,进一步改善了遥感图像去噪性能. 事实上,

在训练数据充足的情况下,基于深度学习的方法通常优于传统基于模型的方法,但由于神经网

络的黑盒特性,此类方法的可解释性较差,难以清晰揭示底层去噪机制.

近年来, 研究人员致力于融合深度学习的灵活性与数学模型的可解释性, 涌现出一系列

优秀成果. Zhuang 等[116]将快速灵活去噪网络[117]集成到子空间表示框架中, 提出快速无参

数高光谱图像混合噪声去除方法, 简称为 FastHyMix. 针对遥感图像的多维结构特性, Xiong

等[118]构建基于子空间的多维稀疏张量模型, 并将其展开为神经网络, 称为 SMDS-Net. 非局

部自相似性先验能够捕获图像内远距离区域的纹理与结构重复模式, 是保留图像边缘和细节

的关键, 但 SMDS-Net 未能充分利用该重要先验. 最近, Peng 等[119]提出基于代表性系数图像

与光谱低秩张量分解的去噪框架 (learnable deep denoisier for representative coefficient images,

RCILD),但在可解释性方面存在不足. 综上,这些方法要么未能将物理模型的完整迭代过程完

全展开为网络结构,要么忽视了非局部自相似性,导致学习到的图像几何结构不够准确.

受上述研究现状的启发,本章首先引入低秩先验以刻画遥感图像的非局部自相似性,弥补

现有方法对该关键先验的忽视. 其次, 针对基于矩阵表示的方法易破坏图像固有结构的缺陷,
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采用张量表示形式有效地保留遥感图像的完整空间-光谱结构, 进而捕获其非局部自相似性.

最后,利用深度展开策略[120],将迭代优化过程中的正则参数视为神经网络的可学习参数,避免

繁琐的手动调参. 与 SMDS-Net 和 RCILD 不同, 本章利用交替方向乘子法对所提模型进行迭

代优化, 并将完整的迭代过程展开为端到端网络. 为便于表述, 将该方法命名为稀疏张量辅助

表示网络 (sparse tensor-aided representation network, STAR-Net). 此外, 针对原始遥感图像中常

见的稀疏噪声,通过引入额外稀疏先验对 STAR-Net改进,得到其稀疏变体 STAR-Net-S.图 7.1

展示了所提网络的整体框架,本章的主要贡献为

基于张量低秩表示模型, 融合非局部相似性先验和正交约束, 提出了一种有效的高光谱

图像去噪新模型,即 STAR-Net.

将 STAR-Net扩展为 STAR-Net-S,从而增强对真实遥感图像中非高斯噪声的鲁棒性,同时

更好地保留图像关键的空间与光谱信息.

开发了一种交替方向乘子法引导的深度展开网络, 能够端到端学习所有正则化参数, 将

模型方法的可解释性与深度学习方法的灵活性相结合.

7.2 相关工作

7.2.1 张量表示

对于遥感图像而言,张量表示能够在有效去除噪声的前提下,保留图像的光谱一致性与空

间结构完整性. 然而, 高维张量的直接处理往往面临计算复杂度高的问题, 而子空间表示方法

提供了有效的解决方案. 通过将高维遥感图像数据投影至低维子空间,既能保留数据的光谱信

息,又能显著提升计算效率.

设遥感图像张量为 Y ∈ R𝑛1×𝑛2×𝑛3 ,可以将其分解为

Y = X + N, (7.1)

其中, X 代表干净的遥感图像张量, N 代表图像中存在的噪声张量. 鉴于遥感图像的光谱低秩

特性,干净遥感图像的子空间表示能够有效捕获其固有的光谱冗余信息[121]. 因此,干净遥感图

像 X可通过以下张量分解形式进行近似表示

X = G ×3 𝑨, (7.2)

其中, G ∈ R𝑛1×𝑛2×𝑛4 为代表性系数图像,且满足 𝑛4 ≪ 𝑛3, 𝑨为正交基矩阵. 于是,结合 G 的先
验信息,文献[118]中的 SMDS-Net表述为

min
G,B𝑖 ,𝑨

1
2
∥Y − G ×3 𝑨∥2

𝐹 + 𝜆
∑
𝑖

(𝜙(G,B𝑖) + 𝛾1∥B𝑖∥1)

s.t. 𝑨𝑇 𝑨 = 𝑰,

(7.3)
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其中, ∥ · ∥𝐹 表示 Frobenius范数, ∥ · ∥1表示 ℓ1范数, 𝜆, 𝛾1 > 0为权衡参数. 这里, 𝜙(G,B𝑖) 的具
体形式定义为

𝜙(G,B𝑖) =
1
2
∥R𝑖G − B𝑖 ×1 𝑫1 ×2 𝑫2 ×3 𝑫3∥2

𝐹 , (7.4)

其中, 𝑫 𝑗 ( 𝑗 = 1, 2, 3) 分别为沿第 𝑗 个模张量展开的字典矩阵,其尺寸大小直接影响模型的拟

合性能与去噪效果. 需要注意的是, R𝑖 表示从 G 中提取子张量 G𝑖 的算子,其中 𝑖 代表提取的

子张量数量.

7.2.2 深度展开

深度展开是一种将传统迭代优化算法与深度学习技术融合的新兴方法, 它将每个迭代步

骤等价为神经网络的一个层，实现优化算法与深度学习的有机结合. 经典的迭代优化算法依

赖多轮迭代逐步逼近最优解,这类算法通常采用固定的迭代策略与参数设置,难以自适应复杂

多变的数据分布. 深度展开技术通过将这类迭代优化步骤逐层展开,引入可学习参数替代传统

算法中需要人工调试的正则参数,使模型能够通过深度学习的训练过程自动优化参数配置. 例

如，Yang 等[122] 提出了一种基于交替方向乘子法的压缩感知神经网络, 有效提升了压缩感知

重建的精度与效率. 深度展开技术的优势在于, 既保留了传统优化方法的可解释性, 又充分利

用了深度学习的强大表达能力, 避免了传统优化算法中繁琐的人工调参过程. 受此启发, 本章

将基于深度展开思想提出一种高效的遥感图像去噪方法.

7.3 模型与算法

7.3.1 STAR-Net

现有 SMDS-Net 未充分挖掘遥感图像固有的非局部自相似先验, 同时忽略了实际遥感数

据中普遍存在的非高斯噪声干扰, 而这两类结构信息对实现高精度遥感图像去噪都至关重要.

为此,本节将非局部相似性先验融入张量表示,提出如下数学模型

min
G,B𝑖 ,𝑨

1
2
∥Y − G ×3 𝑨∥2

𝐹 + 𝜆
∑
𝑖

(𝜙(G,B𝑖) + 𝛾1∥B𝑖∥1 + 𝛾2∥B𝑖∥∗)

s.t. 𝑨𝑇 𝑨 = 𝑰,

(7.5)

其中, ∥ · ∥∗为张量核范数, 𝛾2 > 0为正则化参数. 显然,如果 𝛾2 → 0,式 (7.5)将退化为式 (7.3).

为了便于计算,引入辅助变量 L𝑖 = B𝑖,并将式 (7.5)重写为

min
G,B𝑖 ,L𝑖 ,𝑨

1
2
∥Y − G ×3 𝑨∥2

𝐹 + 𝜆
∑
𝑖

(𝜙(G,B𝑖) + 𝛾1∥B𝑖∥1 + 𝛾2∥L𝑖∥∗)

s.t. 𝑨𝑇 𝑨 = 𝑰, L𝑖 = B𝑖 .

(7.6)
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对应增广拉格朗日函数为

𝐿𝛽 (G,B𝑖,L𝑖, 𝐴, P𝑖)

=
1
2
∥Y − G ×3 𝐴∥2

𝐹 + 𝜆
∑
𝑖

(𝜙(G,B𝑖) + 𝛾1∥B𝑖∥1 + 𝛾2∥L𝑖∥∗)

+ ⟨P𝑖,L𝑖 − B𝑖⟩ +
𝛽

2
∥L𝑖 − B𝑖∥2

𝐹 ,

(7.7)

其中, P𝑖 为拉格朗日乘子, 𝛽 > 0为惩罚参数. 采用交替方向乘子法 (alternating direction method

of multipliers, ADMM),迭代更新规则如下

G𝑘+1 = argmin
G

𝐿𝛽 (G,B𝑘
𝑖 ,L𝑘

𝑖 , 𝑨
𝑘 , P𝑘

𝑖 ), (7.8a)

B𝑘+1
𝑖 = argmin

B𝑖

𝐿𝛽 (G𝑘+1,B𝑖,L𝑘
𝑖 , 𝑨

𝑘 , P𝑘
𝑖 ), (7.8b)

L𝑘+1
𝑖 = argmin

L𝑖

𝐿𝛽 (G𝑘+1,B𝑘+1
𝑖 ,L𝑖, 𝑨

𝑘 , P𝑘
𝑖 ), (7.8c)

𝐴𝑘+1 = argmin
𝑨

𝐿𝛽 (G𝑘+1,B𝑘+1
𝑖 ,L𝑘+1

𝑖 , 𝑨, P𝑘
𝑖 ), (7.8d)

P𝑘+1
𝑖 = P𝑘

𝑖 + 𝛽(L𝑘+1
𝑖 − B𝑘+1

𝑖 ). (7.8e)
下面分别对各子问题进行求解,并通过深度展开构造对应的神经网络模块.

(1)更新 G

固定其余变量,子问题 (7.8a)可简化为

min
G

1
2
∥Y − G ×3 𝑨𝑘 ∥2

𝐹 + 𝜆
2

∑
𝑖

∥R𝑖G − B𝑘
𝑖 ×1 𝑫1 ×2 𝑫2 ×3 𝑫3∥2

𝐹 . (7.9)

对目标函数关于 G求导并令梯度为零,可得解析形式

G𝑘+1 = (I + 𝜆
∑
𝑖

R𝑇
𝑖 R𝑖)−1(𝜆

∑
𝑖

R𝑇
𝑖 B𝑘

𝑖 ×1 𝑫1 ×2 𝑫2 ×3 𝑫3 + Y ×3 (𝑨𝑘 )𝑇 ). (7.10)

记

E1 = (I + 𝜆
∑
𝑖

R𝑇
𝑖 R𝑖)−1,

E2 = 𝜆
∑
𝑖

R𝑇
𝑖 B𝑘

𝑖 ×1 𝑫1 ×2 𝑫2 ×3 𝑫3 + Y ×3 (𝑨𝑘 )𝑇 ,
(7.11)

则 G𝑘+1可通过线性网络模块更新

G𝑘+1 = LargNet(E1, E2), (7.12)

其中, LargNet可由两层线性变换实现. 值得注意的是, E1仅需在迭代初始计算一次.

(2)更新 B𝑖

固定其余变量, B𝑖 子问题 (7.8b)可写为
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min
B𝑖

𝜆

2
∥R𝑖G𝑘+1 − B𝑖 ×1 𝑫1 ×2 𝑫2 ×3 𝑫3∥2

𝐹

+ 𝛽

2
∥L𝑘

𝑖 − B𝑖 + P𝑘
𝑖 /𝛽∥2

𝐹 + 𝜆𝛾1∥B𝑖∥1,

(7.13)

进一步整理可得等价形式

min
B𝑖

1
2
∥(𝛽I + 𝜆I ×1 𝑫1 ×2 𝑫2 ×3 𝑫3)B𝑖

− (𝜆R𝑖G𝑘+1 + 𝛽L𝑘
𝑖 + P𝑘

𝑖 )∥2
𝐹 + 𝜆𝛾1∥B𝑖∥1.

(7.14)

令

F𝑖 = B𝑖 +
1
𝑙
H𝑇 (𝜆R𝑖G𝑘+1 + 𝛽L𝑘

𝑖 + P𝑘
𝑖 −HB𝑖), (7.15)

其中, H = 𝛽I +𝜆I ×1 𝑫1 ×2 𝑫2 ×3 𝑫3, 𝑙 > 0为 Lipschitz常数. 借鉴迭代收缩阈值算法 (iterative

shrinkage thresholding algorithm , ISTA),式 (7.14)的解可表示为

B𝑘+1
𝑖 = M𝜆𝛾1/𝑙 (F𝑖), (7.16)

其中, M𝜆𝛾1/𝑙 (F𝑖) = sgn ⊙ (F𝑖){|F𝑖 | − 𝜆𝛾1/𝑙}+是软阈值算子, sgn为符号函数, {·}+ = max(0, 𝑥),
⊙ 表示哈达玛积 (Hadamard product). 由于修正线性单元 (rectified linear unit, ReLU)与 {·}+ 形
式一致,可将上述迭代步骤展开为可学习收缩网络

B𝑘+1
𝑖 = ShrinkNet(F𝑖, 𝜆𝛾1/𝑙)

= sign(F𝑖) ⊙ ReLU( |F𝑖 | − 𝜆𝛾1/𝑙I).
(7.17)

(3)更新 L𝑖

L𝑖 子问题等价于

min
L𝑖

𝛽

2
∥L𝑖 − B𝑘+1

𝑖 + P𝑘
𝑖 /𝛽∥2

𝐹 + 𝜆𝛾2∥L𝑖∥∗. (7.18)

设张量奇异值分解为 B𝑘+1
𝑖 − P𝑘

𝑖 /𝛽 = U𝑖 ∗ W𝑖 ∗ V𝑇
𝑖 ,则根据奇异值阈值 (singular value thresh-

olding, SVT)[123],其解析形式为

L𝑘+1
𝑖 = U𝑖 ∗ Diag({W𝑖 − 𝜆𝛾2/𝛽I}+) ∗ V𝑇

𝑖 . (7.19)

同理,可构造奇异值阈值网络

L𝑘+1
𝑖 = SvtNet(B𝑘+1

𝑖 − P𝑘
𝑖 /𝛽, 𝜆𝛾2/𝛽)

= U𝑖 ∗ ReLU(Diag(W𝑖 − 𝜆𝛾2/𝛽I)) ∗ V𝑇
𝑖 .

(7.20)

(4)更新 𝑨

正交约束下的 𝑨子问题 (7.8d)可写为
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算法 1求解式 (7.5)的深度展开网络
输入: 数据 Y,参数 𝜆, 𝛾1, 𝛾2, 𝛽

初始化: (G0,B0
𝑖 ,L0

𝑖 , 𝑨
0, P0

𝑖 )
当 未收敛 时

1: 通过式 (7.12)更新 G
2: 通过式 (7.17)更新 B𝑖

3: 通过式 (7.20)更新 L𝑖

4: 通过式 (7.23)更新 𝑨

5: 通过式 (7.25)更新 P𝑖

结束循环
输出: 去噪后的图像 X = G𝑘+1 ×3 𝑨𝑘+1

min
𝐴

1
2
∥Y − G𝑘+1 ×3 𝑨∥2

𝐹

s.t. 𝑨𝑇 𝑨 = 𝑰.

(7.21)

该问题本质为降秩 Procrustes 旋转问题[43]. 记 unfold(Y, 3)unfold(G𝑘+1, 3)𝑇 = 𝑼𝚺𝑽𝑇 , 其中

unfold表示沿第 𝑖模矩阵化,则正交投影解为

𝑨𝑘+1 = 𝑼𝑽𝑇 , (7.22)

并可通过以下线性网络实现

𝑨𝑘+1 = LargNet(𝑼,𝑽𝑇 ). (7.23)

(5)更新 P𝑖

拉格朗日乘子的更新为

P𝑘+1
𝑖 = P𝑘

𝑖 + 𝛽(L𝑘+1
𝑖 − B𝑘+1

𝑖 ), (7.24)

可由线性层参数化表示为

P𝑘+1
𝑖 = Linear(Θ𝑖), (7.25)

其中, Linear为线性变换层, Θ𝑖 可通过 P𝑘
𝑖 + 𝛽(L𝑘+1

𝑖 + B𝑘+1
𝑖 ) 计算, 𝛽为可学习参数.

综上, STAR-Net的完整深度展开迭代流程如算法 1所示.

7.3.2 STAR-Net-S

实际场景中,遥感图像除高斯噪声外,常受到脉冲、条带等非高斯稀疏噪声污染. 为增强模

型对复杂噪声的鲁棒性,本节在 STAR-Net基础上引入稀疏噪声分量,构建如下数学模型
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min
G,S,B𝑖 ,𝑨

1
2
∥Y − G ×3 𝑨 − S∥2

𝐹 + 𝜇∥S∥1 + 𝜆
∑
𝑖

(𝜙(G,B𝑖) + 𝛾1∥B𝑖∥1 + 𝛾2∥B𝑖∥∗)

s.t. 𝑨𝑇 𝑨 = 𝑰,

(7.26)

其中, S为稀疏噪声张量, 𝜇 > 0为稀疏正则参数. 为便于记号,将式 (7.26)称为 STAR-Net-S.

与 STAR-Net类似,引入辅助变量 L𝑖 = B𝑖 得到等价模型

min
G,S,B𝑖 ,L𝑖 ,𝑨

1
2
∥Y − G ×3 𝑨 − S∥2

𝐹 + 𝜇∥S∥1 + 𝜆
∑
𝑖

(𝜙(G,B𝑖) + 𝛾1∥B𝑖∥1 + 𝛾2∥L𝑖∥∗)

s.t. 𝑨𝑇 𝑨 = 𝑰, L𝑖 = B𝑖,

(7.27)

对应增广拉格朗日函数为

𝐿𝛽 (G, S,B𝑖,L𝑖, 𝑨, P𝑖)

=
1
2
∥Y − G ×3 𝑨 − S∥2

𝐹 + 𝜇∥S∥1 + 𝜆
∑
𝑖

(𝜙(G,B𝑖) + 𝛾1∥B𝑖∥1 + 𝛾2∥L𝑖∥∗)

+ ⟨P𝑖,L𝑖 − B𝑖⟩ +
𝛽

2
∥L𝑖 − B𝑖∥2

𝐹 .

(7.28)

对比式 (7.7)可知, STAR-Net-S仅在 G 更新与新增稀疏噪声 S与 STAR-Net存在差异,其

余变量更新形式保持一致. 此时 G𝑘+1的子问题为

min
G

1
2
∥Y − G ×3 𝑨𝑘 − S𝑘 ∥2

𝐹 + 𝜆
∑
𝑖

1
2
∥R𝑖G − B𝑘

𝑖 ×1 𝑫1 ×2 𝑫2 ×3 𝑫3∥2
𝐹 . (7.29)

求导可得闭式解

G𝑘+1 = (I + 𝜆
∑
𝑖

R𝑇
𝑖 R𝑖)−1(𝜆

∑
𝑖

R𝑇
𝑖 B𝑘

𝑖 ×1 𝑫1

×2 𝑫2 ×3 𝑫3 + Y ×3 (𝑨𝑘 )𝑇 − S𝑘 ×3 (𝑨𝑘 )𝑇 ).
(7.30)

记

E3 = 𝜆
∑
𝑖

R𝑇
𝑖 B𝑘

𝑖 ×1 𝑫1 ×2 𝑫2 ×3 𝑫3 + Y ×3 𝑨𝑘,𝑇 − S𝑘 ×3 𝐴
𝑘,𝑇 , (7.31)

则 G𝑘+1可以通过以下方式更新

G𝑘+1 = LargNet(E1, E3). (7.32)

此外,稀疏噪声分量 S𝑘+1的子问题为

min
S

1
2
∥Y − G𝑘+1 ×3 𝑨𝑘 − S∥2

𝐹 + 𝜇∥S∥1. (7.33)

其解同样为软阈值操作,可展开为收缩网络

S𝑘+1 = ShrinkNet(Y − G𝑘+1 ×3 𝑨𝑘 , 𝜇). (7.34)
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算法 2求解式 (7.26)的深度展开网络
输入: 数据 Y,参数 𝜆, 𝜇, 𝛾1, 𝛾2, 𝛽

初始化: (G0, S0,B0
𝑖 ,L0

𝑖 , 𝑨
0, P0

𝑖 )
当 未收敛 时

1: 通过式 (7.32)更新 G
2: 通过式 (7.17)更新 B𝑖

3: 通过式 (7.34)更新 B𝑖

4: 通过式 (7.20)更新 L𝑖

5: 通过式 (7.23)更新 𝑨

6: 通过式 (7.25)更新 P𝑖

结束循环
输出: 去噪后的图像 X = G𝑘+1 ×3 𝑨𝑘+1

最后, STAR-Net-S的深度展开流程列于算法 2.

7.4 数值实验

本节将所提 STAR-Net与 STAR-Net-S与当前最先进的方法进行比较, 包括基于模型的方

法,即 BM4D[105]、LLRT[108]、LRTDTV[109]、NGMeet[110]与 NLSSR[111],以及基于深度学习的

方法,即 FastHyMix[116]、HSI-SDeCNN[114]、SMDS-Net[118]、Eigen-CNN[115]与 RCILD[119].

7.4.1 实验设置

(1)数据集

根据文献[113], 从 ICVL 数据集中选取 100 幅高光谱遥感图像作为训练集. 图像分辨率为

1,392 × 1,300,包含 31个光谱波段,范围为 400-700 nm. 为提升模型泛化能力与训练效率,训练

前对所有图像进行数据增强,包括随机翻转、裁剪 d等,并调整尺寸至 56 × 56 × 31.

合成测试集包括 ICVL 数据集和 PaviaU 数据集, 其中 PaviaU 图像的大小为 610 × 340 ×
103,属于典型的大规模高光谱数据集[124]. 真实测试集包括北京首都机场数据集与 Indian Pines

数据集,其中北京首都机场遥感图像的大小为 300 × 300× 155, Indian Pines图像的大小为 145 ×
145× 206,详情参考文献[114]. 为生成含噪遥感图像,将高斯噪声引入遥感图像的每个波段. 具

体而言,考虑四种不同场景,标准方差 𝜎分别设置为 10、30、50和 70.

(2)参数设置

所提 STAR-Net 和 STAR-Net-S 均基于 PyTorch 框架实现, 训练过程在 NVIDIA GeForce

RTX 4090 GPU上完成,总训练轮次设为 300. 初始学习率设置为 5×10−3,采用阶梯式学习率衰

减策略,每 80次迭代将学习率衰减 0.35倍. 优化器选用 Adam,输入图像大小为 56×56,批次大
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小设为 2,网络展开迭代次数 𝐾设为 9. 此外,字典采用维度为 [9, 9, 9]的离散余弦变换 (discrete

cosine transform, DCT)基进行初始化,使得 3个模式的字典尺寸均为 9×9.

一般来说, 神经网络使用随机初始化的参数进行训练. 为加速训练过程, 采用基于交替方

向乘子法得到的原始参数对网络参数进行初始化. 此外,所有可学习参数 𝛾1、𝛾2、𝑙、𝜆、𝜇、𝛽

的初始值均设为 0.02. 对于给定的训练数据集,损失函数指定为

𝐿𝑜𝑠𝑠 = ∥STAR-Net(Y) − X∥2
𝐹 , (7.35)

其中, Y 表示模型输入的遥感图像, X表示对应的真实值,即没有噪声的原始遥感图像.

(3)评价指标

为了定量评估所有对比方法的去噪性能, 选取高光谱遥感图像去噪领域常用的四个评价

指标, 分别为峰值信噪比 (peak signal-to-noise ratio, PSNR)、结构相似性 (structural similarity,

SSIM)、光谱角度映射器 (spectral angle mapper, SAM)及相对全局无量纲综合误差 (erreur rela-

tive globale adimensionnelle de synthese, ERGAS).其中, PSNR用于评估去噪图像与真实图像的

重建精度, SSIM用于衡量图像结构信息的感知一致性, SAM用于量化干净图像与去噪图像之

间的光谱差异, ERGAS用于评估整体的重建误差. PSNR ↑与 SSIM ↑值越高, SAM ↓与 ERGAS

↓值越低,去噪性能越优.

7.4.2 合成数据结果

表 7.1列出了 ICVL数据集 30幅测试遥感图像在不同噪声水平下的 PSNR、SSIM、SAM

及 ERGAS对比结果. 可以看出,基于模型的方法性能略逊于基于深度学习的方法. 在所有测试

方法中, STAR-Net与 STAR-Net-S在噪声方差为 10、30、50及 70的场景下均取得了优异的去

躁效果. 此外,从平均性能上看, STAR-Net-S在四项评价指标上均表现最优,其次是 STAR-Net.

为更直观地展示各方法的去噪效果, 选取 ICVL数据集中的 gavyam_0823-0933遥感图像

进行可视化分析. 图 7.2分别呈现了干净图像、噪声图像,以及所有方法在噪声方差为 50时的

去噪结果. 通过对比可见, 尽管 LRTDTV和 NLSSR表现相对较好, 但两者均存在残留噪声及

局部细节丢失的问题. 在基于深度学习的方法中,除 HSI-SDeCNN外,其余方法均能有效滤除

噪声,去噪结果接近干净图像.

除小规模 ICVL数据集外, 本节还在 PaviaU数据集上开展去噪实验. 由表 7.2可知, 即便

在大规模数据集上, STAR-Net 与 STAR-Net-S 仍能保持强大的去噪能力. 进一步, 图 7.3 展示

了 PaviaU 数据集 (90, 130) 像素处的光谱反射率曲线. 可以观察到, FastHyMix、Eigen-CNN、

STAR-Net及 STAR-Net-S的光谱变化趋势均与干净图像一致,其中 STAR-Net-S的光谱曲线与

干净图像的光谱曲线几乎完全重叠,表明了其在各波段去噪的有效性和强大的光谱恢复能力.
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7.4 数值实验

(a) Clean (b) Noisy (c) BM4D (d) LLRT (e) LRTDTV (f) NGMeet (g) NLSSR

(h) FastHyMix (i) HSI-SDeCNN (j) SMDS-Net (k) Eigen-CNN (l) RCILD (m) STAR-Net (n) STAR-Net-S

图 7.2: 噪声方差为 50时 gavyam_0823-0933上的去噪结果

(a) Clean (b) Noisy (c) BM4D (d) LLRT (e) LRTDTV (f) NGMeet (g) NLSSR

(h) FastHyMix (i) HSI-SDeCNN (j) SMDS-Net (k) Eigen-CNN (l) RCILD (m) STAR-Net (n) STAR-Net-S

图 7.3: 噪声方差为 50时 PaviaU上像素 (90, 130)的去噪结果

7.4.3 真实数据结果

为进一步评估 STAR-Net与 STAR-Net-S的可靠性, 本节在含真实噪声的数据集上开展验

证实验. 由于缺乏无噪声的干净遥感图像作为参照基准,去噪效果的评估仅能通过分析去噪后

遥感图像的视觉效果来实现. 如图 7.4所示, BM4D与 LLRT去噪后仍存在显著的噪声残留,未

能有效抑制原始数据中的噪声干扰. 其余方法虽可实现一定程度的噪声去除, 但 Eigen-CNN、

STAR-Net及 STAR-Net-S三者不仅能高效完成噪声抑制, 还能最大程度保留图像的原始信息,

避免了去噪过程中的信息失真.

类似地, Indian Pines数据集的去噪结果如图 7.5所示. 结果表明,虽然 SMDS-Net、Eigen-

CNN与RCILD可保留图像部分细节信息,但其去噪性能与保真效果仍不及STAR-Net与STAR-

Net-S. 为量化不同去噪方法对下游任务的影响, 采用支持向量机开展分类实验, 如图 7.6 所

示. 可以明显看出, STAR-Net-S 去噪后图像的分类结果与真实标签最为接近, 其次是 LLRT

与 STAR-Net. 该实验结果进一步验证了本文所提出的 STAR-Net与 STAR-Net-S的有效性.
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7.4 数值实验

(a) Noisy

(b) BM4D (c) LLRT (d) LRTDTV (e) NGMeet (f) NLSSR (g) FastHyMix

(h) HSI-SDeCNN (i) SMDS-Net (j) Eigen-CNN (k) RCILD (l) STAR-Net (m) STAR-Net-S

图 7.4: 北京首都机场数据集上的去噪结果

(a) Noisy

(b) BM4D (c) LLRT (d) LRTDTV (e) NGMeet (f) NLSSR (g) FastHyMix

(h) HSI-SDeCNN (i) SMDS-Net (j) Eigen-CNN (k) RCILD (l) STAR-Net (m) STAR-Net-S

图 7.5: Indian Pines数据集上的去噪结果

(a) Clean (b) Noisy (c) BM4D (d) LLRT (e) LRTDTV (f) NGMeet (g) NLSSR

(h) FastHyMix (i) HSI-SDeCNN (j) SMDS-Net (k) Eigen-CNN (l) RCILD (m) STAR-Net (n) STAR-Net-S

图 7.6: Indian Pines数据集上的分类结果
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7.4 数值实验

7.4.4 讨论

(1)参数量分析

基于深度学习方法的参数量详细列于表 7.3. 由表可知, HSI-SDeCNN与 RCILD的参数量

相对较多, SMDS-Net的参数量最少. 相比来说, STAR-Net与 STAR-Net-S的参数量处于较低水

平, 该差异主要源于后两者采用了模型辅助表示网络的设计思路, 有效实现了参数的精简. 后

续章节将探讨采用卷机神经网络,参数量会进一步降低.

表 7.3: 网络的参数量比较
方法 FastHyMix HSI-SDeCNN SMDS-Net Eigen-CNN RCILD STAR-Net STAR-Net-S
参数量 / 1,892,100 5,103 / 2,892,288 27,702 28,487

(2)展开阶段数分析

本节将分析 𝐾取值对 STAR-Net与 STAR-Net-S模型性能的影响. 由图 7.7可知,随着 𝐾值

的增大,网络参数量呈单调递增趋势. 对于 STAR-Net,当 𝐾 = 9时, PSNR与 SSIM指标达到最

优. 当 𝐾 = 12时, SAM取得最佳值. 综合考虑四个指标,将 STAR-Net的展开阶段数确定为 9.

(a) PSNR (b) SSIM (c) SAM (d) #Params

图 7.7: STAR-Net展开阶段数 𝐾 的影响

同理,图 7.8的结果表明, STAR-Net-S的最优展开阶段数同样为 9.

(a) PSNR (b) SSIM (c) SAM (d) #Params

图 7.8: STAR-Net-S展开迭代次数 𝐾 的影响

(3)去躁可视化

图 7.9展示了 STAR-Net-S模型在 ICVL与 PaviaU数据集上的中间更新过程. 在迭代初始

阶段, 模型主要聚焦于去除图像中的高频噪声, 使图像整体结构趋于清晰. 随着迭代过程的逐

步推进,模型进一步恢复图像的结构细节与纹理信息,提升图像对比度,同时消除残留噪声,最

终输出接近高质量干净图像的去噪结果.
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7.5 本章小结

图 7.9: STAR-Net-S的逐阶段可视化过程

(4)初始化分析

表 7.4给出了可学习参数 𝛾1、𝛾2、𝑙、𝜆、𝜇、𝛽 的不同初始值对模型性能的影响. 为便于

对比分析,实验中将所有可学习参数的初始值统一设置为相同数值。结果显示,当初始值设为

0时,模型的各项性能指标均出现显著下降,表明此时模型的学习能力受到严重抑制. 而在其他

初始值设置下,模型性能差异相对较小. 其中,当初始值设置为 0.02时,模型在四个评价指标上

均取得最优性能. 因此,本章中所有可学习参数均初始化为 0.02.

表 7.4: 初始化的影响

指标 0 0.01 0.02 0.03 0.04
PSNR ↑ 36.730 37.455 37.548 37.542 37.346
SSIM ↑ 0.854 0.876 0.879 0.878 0.873
SAM ↓ 0.134 0.117 0.115 0.116 0.117

ERGAS ↓ 126.123 122.737 120.349 121.118 124.545

(5)时间比较

表 7.5中列出了对比方法在 ICVL与 PaviaU数据集上的计算时间. 由表可知,传统基于模

型的方法运行速度相对较慢,其中 LLRT的耗时最为显著. STAR-Net与 STAR-Net-S由于采用

了将完整模型展开为网络组件的设计,其运行时间长于 HSI-SDeCNN、Eigen-CNN、RCILD等

典型深度学习方法.

7.5 本章小结

本章针对高光谱图像易受噪声干扰问题, 提出了两种新颖的去噪方法, 即 STAR-Net 和

STAR-Net-S. 首先引入低秩先验以保留非局部自相似性, 并通过稀疏先验以提高对非高斯噪
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7.5 本章小结

表 7.5: 测试时间对比

数据集 BM4D LLRT LRTDTV NGMeet NLSSR FastHy-Mix
ICVL 561.307 888.305 136.796 335.265 206.964 8.555

PaviaU 1,123.815 2,581.424 354.911 716.722 491.568 82.029
数据集 HSI-SDeCNN SMDS-Net Eigen-CNN RCILD STAR-Net STAR-Net-S
ICVL 11.093 105.109 6.478 24.743 107.552 107.958

PaviaU 60.522 349.292 11.361 30.706 337.133 341.220

声的鲁棒性. 随后, 将经典的交替方向乘子法框架与深度展开结合, 将迭代优化过程转换为可

训练网络. 这种设计使模型能够以端到端的方式学习参数,从而消除了传统基于模型方法通常

需要的繁琐手动调参. 因此, STAR-Net和 STAR-Net-S继承了基于模型和基于深度学习方法的

优势, 具有强大的可解释性和可学习性. 实验结果表明, STAR-Net与 STAR-Net-S在遥感图像

去噪任务中表现出显著的优越性. 具体而言, 在 ICVL 数据集上, STAR-Net 与 STAR-Net-S 的

PSNR较基准方法分别提升了 2.16%和 2.85%. 此外,还详细讨论了网络参数量、展开阶段数、

可视化结果、网络初始化以及测试时间等.
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第 8章 基于深度自适应低秩稀疏的的目标检测

红外小目标检测是图像处理中的关键技术之一. 尽管深度展开方法展现出良好的检测性

能, 但现有方法在参数轻量化设计与复杂噪声鲁棒性方面仍面临重大挑战. 为此, 本章提出了

基于鲁棒主成分分析的高度轻量化网路 (lightweight robust principal component analysis network,

L-RPCANet). 在技术层面,构建了一种层次化瓶颈结构,用于对单通道输入红外图像进行通道

维度的降维与升维,实现逐通道特征精炼. 进一步,嵌入了专门设计的噪声抑制模块,增强算法

对复杂场景下各类噪声的抗干扰能力. 此外, 利用压缩激励网络作为通道注意力机制, 捕捉不

同特征在各通道间的重要性差异,从而在保持轻量化和鲁棒性的同时实现优异性能. 实验表明,

相较于 RPCANet、DRPCANet 及 RPCANet++ 等当前领域内的最先进方法, 所提 L-RPCANet

在检测精度、速度及鲁棒性等方面均展现出优越性.

8.1 引言

与传统可见光成像技术不同,红外成像通过记录物体自然发射的热辐射捕获环境信息,使

其在强电磁干扰、黑暗等复杂场景下仍能可靠检测小目标. 因此, 红外小目标检测 (infrared

small target detection, ISTD)受到学术界与工业界的广泛关注,其应用已覆盖遥感监测、智能交

通、航空航天及医学成像等多个领域. 作为一项基础性图像处理任务,红外小目标检测面临两

大主要挑战[125]. 一方面, 红外图像中的目标通常仅占据极少数像素, 且信噪比 (signal-to-noise

ratio, SNR)较低,导致目标纹理信息极度匮乏. 另一方面,移动检测设备的计算资源往往有限,

难以满足实时检测系统的低时延需求. 过去数十年间,研究者们开发了大量红外小目标检测方

法,通常可分为三类: 基于模型的方法、基于数据的方法以及基于模型-数据混合的方法.

基于模型的红外小目标检测方法将检测任务融入物理模型框架. 低秩表示因其简洁的数

学表达,已被广泛应用于红外小目标检测任务. 低秩方法的核心是将缓慢变化且高度相关的背

景分量建模为低秩矩阵,将尺寸极小的目标分量建模为稀疏矩阵[126]. 基于此, Gao等[127]提出

红外块图像 (infrared patch image, IPI),利用经典主成分分析 (principal component analysis, PCA)

实现低秩背景矩阵与稀疏目标矩阵的同步分离,进而提取目标纹理特征. 然而, IPI将红外图像

直接转换为二维矩阵的处理方式, 破坏了图像内部固有的空间-光谱邻域相关性. 为解决该问

题, Zhang等[128]摒弃传统矩阵表征方式,采用低秩张量捕获背景特征,并通过基于张量核范数

部分和 (partial sum of the tensor nuclear norm, PSTNN)的非凸优化方法实现目标检测. 借助非

局部自相似性原理,上述两种方法均可在完成背景估计与目标提取的同时,有效抑制大尺度纹

理干扰与固定模式噪声[129]. 除低秩类方法外, Wei等[130]通过不同尺寸的邻域窗口逐像素扫描

生成多层显著图,再结合自适应阈值分割实现红外小目标提取,提出多尺度基于块的对比度测
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图 8.1: 现有深度网络方法的性能比较

量 (multiscale patch-based contrast measurement, MPCM), 数值性能表现优异. 尽管基于模型的

方法具有较强的可解释性,但这类方法易受噪声与复杂背景的影响,且建模过程中需引入大量

参数,导致鲁棒性与泛化能力受限.

基于数据的红外小目标检测方法依托各类语义分割网络实现端到端学习, 展现出良好的

应用前景. 例如, Zhang等[131]将扩张空间金字塔池化模块集成至 ResNet-101网络,通过卷积与

上采样操作融合低级细节特征与高级语义特征,提出注意力引导金字塔上下文网络 (attention-

guided pyramid context networks, AGPCNet),其性能较 IPI、PSTNN等传统方法有显著提升. Liu

等[132]以 ResNet-50为编码器,在标准 U-Net网络基础上设计简单多尺度头,实现了轻量级多尺

度语义分割, 简称为 MSHNet. 此外, Wu 等[133]采用 U-Net 嵌套 U-Net 的双重结构, 在编解码

过程中嵌入同构子网络,通过外部网络保留目标全局轮廓、内部网络聚焦像素级热点区域的设

计,进一步提升目标检测的精准,称为 UIUNet. 然而,数据驱动方法仍面临诸多挑战,如网络融

合阶段计算开销大、自训练过程需大量标注数据等,限制了其在资源受限环境中的应用[134].

基于模型-数据混合的红外小目标检测方法既保留模型的可解释性, 又具备数据驱动方法

的强拟合能力. 其中,设计深度展开处理红外小目标检测任务是当前研究热点. 该类网络弥补

了传统迭代优化算法与深度神经网络之间的鸿沟, 将机理建模与网络化求解有机结合[135]. 近

年来, Wu 等[136]将红外小目标检测任务转化为鲁棒主成分分析 (robust PCA, RPCA) 问题, 并

将优化步骤展开为深度网络, 该方法称为 RPCANet. Xiong等[137]采用动态参数生成机制和动

态残差组模块, 将稀疏目标从低秩背景中分离, 提出动态鲁棒主成分分析网络 (dynamic robust

PCA network, DRPCANet). 为进一步提升检测效率, Wu等[138]引入记忆增强模块以保留背景特

征、深度对比先验模块以加速目标提取,在 RPCANet基础上提出 RPCANet++. 这些研究充分

表明了深度展开在平衡检测性能与可解释性方面的优势, 也激发了本章将鲁棒主成分分析框

架应用于红外小目标检测任务的研究兴趣.
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8.2 相关工作

受上述研究启发, 本章提出了具有增强鲁棒性的轻量级深度展开网络 (lightweight robust

PCA network, L-RPCANet). 与现有 RPCANet、DRPCANet及 RPCANet++相比,该方法不仅提

升了红外小目标检测的性能与噪声鲁棒性,还通过轻量化设计减少了模型参数,更适用于实时

检测场景. 如图 8.1所示,在 IRSTD-1k数据集上,所提 L-RPCANet具有最小的参数量,且兼具

检测性能和推理时间. 本章的主要贡献为

(1) 通过对单通道红外输入图像进行维度的降维与升维转换, 构建了层次化瓶颈结构, 有效

解决红外小目标特征提取困难的问题.

(2) 通过引入压缩激励网络作为通道注意力机制,在维持轻量化架构的前提下提升模型检测

性能,有效缓解红外图像中小目标易被背景淹没的问题.

(3) 通过增加噪声处理模块, 显著提升模型应对复杂背景的鲁棒性, 解决了传统红外小目标

检测方法易受噪声干扰的问题.

8.2 相关工作

8.2.1 深度展开网络

深度展开网络的研究可追溯至 Gregor 与 LeCun[139]的开创性工作, 他们将迭代软阈值算

法 (iterative soft thresholding algorithm, ISTA) 拓展为可学习的 LISTA (learned ISTA), 通过前

馈神经网络架构实现了压缩感知 (compressed sensing, CS)问题的高效求解. 在此基础上, Yang

等[122]将交替方向乘子法 (alternating direction method of multipliers, ADMM)展开为可学习框架,

称为 ADMM-CSNet. 最近, Sun等[140]引入卷积神经网络 (convolutional neural networks, CNNs)

来提升 LISTA的性能,提出 ISTA-Net. 进一步, You等[141]通过引入残差连接与更深层的网络结

构,构建改进版本 ISTA-Net++,大幅增强了模型的特征提取能力. 此外, Han等[142]通过动态生

成卷积权重与阈值参数,将传统稀疏重建方法转化为自适应的动态深度学习框架,提出动态迭

代收缩阈值网络 (dynamic iterative shrinkage thresholding network, DISTANet),进一步提升了模

型对复杂场景的适配能力.

在红外小目标检测任务中, 深度展开网络与鲁棒主成分分析的结合已被证实具有良好的

应用前景, 但现有相关方法仍存在一些不足. 例如, RPCANet[136]缺乏逐通道特征优先级排序

机制与有效的噪声处理模块, 限制了其在复杂噪声场景中的检测性能. DRPCANet[137]过度依

赖输入特征的固有分布,导致在真实复杂场景中易出现误报目标. RPCANet++[138]采用的全卷

积架构设计虽提升了特征提取的完整性, 却导致模型推理速度显著慢于轻量级网络. 针对上

述问题, 本章提出的方法在轻量化扩展过程中, 嵌入瓶颈层与可学习噪声降低模块, 旨在克服

RPCANet的特征盲区与噪声敏感性、DRPCANet对特定输入的过度依赖,以及 RPCANet++计

算成本过高的缺陷.
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8.3 模型与算法

8.2.2 注意力机制

注意力机制能够引导神经网络在生成预测时,自适应地聚焦于输入数据中的相关区域,目

前已被广泛应用于图像分类、语义分割、目标检测等领域. 在红外小目标检测任务中,由于目

标像素占比极低, 目标信息往往在深层语义特征提取过程中被背景噪声淹没. 因此, 大多数数

据驱动红外小目标检测方法均引入注意力机制增强特征表示能力,从而提升检测性能[143].

具体而言, UIUNet[133]引入空间注意力机制,通过生成像素级权重图,有效突出目标区域特

征并抑制背景纹理干扰. DRPCANet[137]设计动态残差组模块, 将残差学习与动态空间注意力

机制相结合,使模型能够更精准地捕获背景区域的上下文变化,进而实现更可靠的低秩背景估

计与小目标分离. 此外, RPCANet++[138]采用时序演化注意力机制, 通过门控机制动态分配跨

阶段背景特征的权重, 这种隐式时空注意力机制不仅避免了显式计算相似矩阵带来的高额计

算负担,还能在迭代展开过程中,自适应聚焦于低秩背景重建中最具价值的通道与空间位置信

息. 综上, 现有应用于红外小目标检测任务的注意力机制虽各有特色, 但普遍面临高计算复杂

度、特征选择偏差、模型训练难度大等挑战.

8.3 模型与算法

8.3.1 数学模型

给定红外图像数据矩阵 𝑫 ∈ R𝑚×𝑛, 结合红外成像物理先验知识, 可将其分解为背景分量

𝑩 ∈ R𝑚×𝑛、小目标分量 𝑻 ∈ R𝑚×𝑛 与噪声分量 𝑵 ∈ R𝑚×𝑛 的叠加形式,即

𝑫 = 𝑩 + 𝑻 + 𝑵. (8.1)

一般来说, 红外图像中的背景普遍具备低秩结构特性, 小目标呈现显著的空间稀疏分布特征,

而噪声通常近似服从高斯分布. 基于鲁棒主成分分析思想,红外小目标检测任务可构造为如下

约束优化模型

min
𝑩,𝑻,𝑵

∥𝑩∥∗ + 𝜆∥𝑻∥1 +
𝜇

2
∥𝑵∥2

𝐹

s.t. 𝑫 = 𝑩 + 𝑻 + 𝑵,
(8.2)

其中, 𝜆, 𝜇 > 0为正则参数, ∥𝑩∥∗表示矩阵核范数 (即所有奇异值之和), ∥𝑻∥1为矩阵 ℓ1范数 (即

所有元素绝对值之和), ∥𝑵∥2
𝐹 为 Frobenius范数的平方.

然而, 在实际复杂红外场景中, 背景纹理与目标形态往往非常复杂, 单一固定范数约束难

以精准刻画数据真实结构, 同时实际噪声分布往往偏离理想高斯假设. 为此, 本章引入更一般

的函数 L(𝑩)、S(𝑻) 与 R(𝑵),分别自适应表征背景低秩特性、目标稀疏特性与复杂噪声分布
特征. 据此,将式 (8.2)的经典优化模型推广为如下通用形式
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图 8.2: 所提 L-RPCANet的整体结构

min
𝑩,𝑻,𝑵

L(𝑩) + 𝜆S(𝑻) + 𝜇R(𝑵)

s.t. 𝑫 = 𝑩 + 𝑻 + 𝑵.
(8.3)

相较于 RPCANet[136]、DRPCANet[137] 与 RPCANet++[138]等现有方法, 式 8.3 在分解约束中引

入可学习的噪声项 R(𝑵),更具鲁棒性.

通过罚函数法,可将式 (8.3)等价转化为以下无约束优化问题

𝐿 (𝑩,𝑻, 𝑵) = L(𝑩) + 𝜆S(𝑻) + 𝜇R(𝑵) + 𝛼

2
∥𝑫 − 𝑩 − 𝑻 − 𝑵∥2

𝐹 , (8.4)

其中, 𝛼 > 0为惩罚参数. 后续章节将详细阐述如何使用神经网络更新 𝑩、𝑻 和 𝑵. 同时,本章

额外引入图像重建模块对观测矩阵 𝑫 进行更新,弥补了传统迭代优化方法忽略原始观测数据

修正的缺陷.

8.3.2 网络架构

所提 L-RPCANet 的整体结构如图 8.2 所示. 在介绍模块设计前, 首先引入压缩激励网络

(squeeze-and-excitation networks, SENets) 作为基础特征增强单元, 其基础结构如图 8.2 右下角

所示. 压缩操作依托全局平均池化完成特征图的空间维度压缩,为每一通道生成专属通道描述

符, 有效捕获全局空间范围内特征响应的分布特性. 激励操作则通过自门控机制, 为各通道自

适应学习样本专属激活权重,实现通道维度的特征重要性动态建模.
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8.3.2.1 更新 𝑩

针对背景分量 𝑩,子问题可表述为

𝑩𝑘 = argmin
𝑩

L(𝑩) + 𝛼

2
∥𝑫𝑘−1 − 𝑩 − 𝑻𝑘−1 − 𝑵𝑘−1∥2

𝐹 . (8.5)

当正则项取核范数约束 L(𝑩) = ∥𝑩∥∗ 时, 可直接采用奇异值阈值 (singular value thresholding,

SVT) 算法求解, 对应近端算子记为 prox𝛼∥·∥∗ (·). 但该传统求解方案应对大规模数据时计算开
销较高,正则参数 𝛼的选取缺乏自适应策略. 同时,背景分量往往具备更复杂的低秩先验,如加

权核范数、非凸重叠核范数等. 为统一拟合各类低秩近端映射算子,并实现参数自适应学习,本

节借鉴文献[140] 的网络化优化思想, 构建残差结构 proxNet(·) 替代传统解析算子. 由此, 优化

问题 (8.5)的解可表示为

𝑩𝑘 = proxNet(𝑫𝑘−1 − 𝑻𝑘−1 − 𝑵𝑘−1)

≈ 𝑫𝑘−1 − 𝑻𝑘−1 − 𝑵𝑘−1 +W𝑘 (𝑫𝑘−1 − 𝑻𝑘−1 − 𝑵𝑘−1),
(8.6)

其中, W𝑘 (·) 为 3 × 3卷积组.

如图 8.2所示, SEBEM模块完成背景分量 𝑩𝑘 的估计. 具体而言, W𝑘 (·) 包含两次跨维度
通道映射,首先将原始通道数映射至中间瓶颈维度 𝐵𝐶,再由 𝐵𝐶 维度映射回原始通道数 𝐶. 该

模块引入批归一化 (batch normalization, BN)与修正线性单元 (rectified linear unit, ReLU)构建

非线性变换. 经 SENets通道注意力机制调制后,具有 𝐶 通道的特征图被调整为每个通道的权

重,从而增强表示能力.

8.3.2.2 更新 𝑻

针对稀疏目标分量 𝑻,子问题写成如下形式

𝑻𝑘 = argmin
𝑻

𝜆S(𝑻) + 𝛼

2
∥𝑫𝑘−1 − 𝑩𝑘 − 𝑻 − 𝑵𝑘−1∥2

𝐹 . (8.7)

若稀疏正则项取 S(𝑻) = ∥𝑻∥1,现有研究已形成一系列高效求解算法. 然而此类方法泛化性不

足, 难以适配非凸稀疏、复合稀疏等复杂先验约束. 为获得更简单直观的形式, 本节利用一阶

泰勒展开对稀疏正则项 S(𝑻)进行局部近似,将原问题转化为

𝑻𝑘 = argmin
𝑻

𝜆𝐿𝑇
2

∥𝑻 − 𝑻𝑘−1 − 1
𝐿𝑇

∇S(𝑻𝑘−1)∥2
𝐹

+ 𝛼

2
∥𝑫𝑘−1 − 𝑩𝑘 − 𝑻 − 𝑵𝑘−1∥2

𝐹 ,

(8.8)

其中, ∇S(𝑻𝑘−1) 为 𝑻𝑘−1 处的梯度, 𝐿𝑇 为函数 S(𝑻𝑘−1) 对应的 Lipschitz常数. 对目标函数求导

并令梯度为零,得到
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𝑻𝑘 =
𝜆𝐿𝑇

𝜆𝐿𝑇 + 𝛼
𝑻𝑘−1 + 𝛼

𝜆𝐿𝑇 + 𝛼
(𝑫𝑘−1 − 𝑩𝑘 − 𝑵𝑘−1)

− 𝜆

𝜆𝐿𝑇 + 𝛼
∇S(𝑻𝑘−1).

(8.9)

为简化表达式,定义

𝛾 =
𝜆𝐿𝑇

𝜆𝐿𝑇 + 𝛼
, 𝜀 =

𝜆

𝜆𝐿𝑇 + 𝛼
, (8.10)

则式 (8.8)可等价改写为

𝑻𝑘 = 𝛾𝑻𝑘−1 + (1 − 𝛾) (𝑫𝑘−1 − 𝑩𝑘 − 𝑵𝑘−1) − 𝜀∇S(𝑻𝑘−1). (8.11)

进一步,固定系数 𝛾 = 0.5,并将 𝜀 松弛为各迭代阶段可学习的自适应参数 𝜀𝑘 . 最终,稀疏目标

分量的迭代更新规则为

𝑻𝑘 ≈ 𝑻𝑘−1 + 𝑫𝑘−1 − 𝑩𝑘 − 𝑵𝑘−1 − 𝜀𝑘H 𝑘 (𝑻𝑘−1 + 𝑫𝑘−1 − 𝑩𝑘 − 𝑵𝑘−1), (8.12)

其中, H 𝑘 (·) 由浅层卷积网络构成,用于数值拟合稀疏正则项的梯度映射 ∇S(·).
图 8.2中的 SETEM模块实现稀疏目标分量 𝑻𝑘 的自适应提取. 该模块沿用与 SEBEM一致

的双路径通道映射策略与瓶颈特征提取结构,区别在于,批归一化层的缩放与偏置参数会随训

练动态更新,破坏映射变换的 Lipschitz连续性[144]. 因此,此处移除批归一化层以保障优化稳定

性. 同时, 模块依托轻量化卷积层捕捉梯度的空间局部变化特征, 结合 ReLU 非线性激活函数

强化梯度信息的表征与反向传播能力, 在无归一化约束的条件下更准确地逼近稀疏梯度映射

∇S(·).

8.3.2.3 更新 𝑵

针对噪声分量 𝑵,沿用与式 (8.7)-(8.8)的近似技术,同理推导可得噪声分量迭代形式

𝑵𝑘 =
𝜇𝐿𝑁

𝜇𝐿𝑁 + 𝛼𝑵
𝑘−1 + 𝛼

𝜇𝐿𝑁 + 𝛼 (𝑫
𝑘−1 − 𝑩𝑘 − 𝑻𝑘 )

− 𝜇

𝜇𝐿𝑁 + 𝛼∇G(𝑵𝑘−1),
(8.13)

其中, ∇G(𝑵𝑘−1) 为噪声正则函数的梯度, 𝐿𝑁 为对应 Lipschitz常数.

引入记号

𝛿 =
𝜇𝐿𝑁

𝜇𝐿N + 𝛼, 𝜎 =
𝜇

𝜇𝐿𝑁 + 𝛼, (8.14)

固定系数 𝛿 = 0.5,对式 (8.13)做残差化近似,得到

𝑵𝑘 = 𝛿𝑵𝑘−1 + (1 − 𝛿) (𝑫𝑘−1 − 𝑩𝑘 − 𝑻𝑘 ) − 𝜎∇G(𝑵𝑘−1)

≈ 𝑵𝑘−1 + 𝑫𝑘−1 − 𝑩𝑘 − 𝑻𝑘 − 𝜎𝑘F 𝑘 (𝑵𝑘−1 + 𝑫𝑘−1 − 𝑩𝑘 − 𝑻𝑘 ).
(8.15)
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如图 8.2所示, SENRM模块以 SEBEM更新的 𝑩𝑘、SETEM更新的 𝑻𝑘、噪声 𝑵𝑘−1和重建

结果 𝑫𝑘−1作为输入,完成噪声分量分离. 尽管 F 𝑘 (·)的残差连接、网络结构设计在设计上与前
述H 𝑘 (·) 相近,但二者参数空间相互独立,从而实现不同的功能.

8.3.2.4 更新 𝑫

对于重建部分 𝑫,按如下方式更新

𝑫𝑘 = 𝑩𝑘 + 𝑻𝑘 + 𝑵𝑘 ≈ M𝑘 (𝑩𝑘 + 𝑻𝑘 + 𝑵𝑘 ), (8.16)

其中, M𝑘 (·) 为轻量化卷积神经网络,网络结构参考文献[117],统一卷积核配置并设置 𝑙𝐷 = 3层
中间隐藏层,如图 8.2所示.

8.4 数值实验

本节将所提 L-RPCANet与当前主流基准方法进行对比,包括基于模型的方法:IPI1 (2013)、

MPCM2 (2016)、PSTNN3 (2019),基于数动方法: AGPCNet4 (2023)、UIUNet5 (2023)、MSHNet6

(2024),以及基于模型-数据的方法: RPCANet7(2024)、DRPCANet8 (2025)、RPCANet++9 (2025).

8.4.1 实验设置

(1)数据集

实验选用红外小目标检测领域的三类典型数据集,包括小型数据集NUDT-SIRST10、IRSTD-

1k11,以及大型数据集 SIRST-Aug12. 这些数据集涵盖了真实与合成两类红外成像场景,不仅在

目标特性 (大小、强度、形状)上存在显著差异,还包含了城市、海洋、航空、自然景观等多种复

杂背景,同时兼顾了不同传感器的成像特性差异. 图像分辨率方面, NUDT-SIRST与 SIRST-Aug

数据集的图像尺寸为 256×256像素, IRSTD-1k数据集的图像尺寸为 512×512像素.

1https://github.com/gaocq/IPI-for-small-target-detection
2https://github.com/wzy-99/MPCM
3https://github.com/Lanneeee/Infrared-Small-Target-Detection-based-on-PSTNN
4https://github.com/Tianfang-Zhang/AGPCNet
5https://github.com/danfenghong/IEEE_TIP_UIU-Net
6https://github.com/Lliu666/MSHNet
7https://github.com/fengyiwu98/RPCANet
8https://github.com/GrokCV/DRPCA-Net
9https://github.com/fengyiwu98/RPCANet

10https://github.com/YeRen123455/Infrared-Small-Target-Detection
11https://github.com/RuiZhang97/ISNet
12https://github.com/Tianfang-Zhang/AGPCNet
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(2)参数设置

所提方法基于 PyTorch深度学习框架实现,训练过程依托 Nvidia GeForce 4090 GPU完成,

在每个数据集上均训练 400个轮次以确保模型充分收敛. 优化器采用 Adam,初始学习率设置

为 10−4,批处理大小设为 8,其余超参数通过交叉验证确定最优值. 为保证对比的公平性,所有

对比方法均严格遵循其官方代码中的默认参数配置,未进行额外调优.

(3)损失函数

红外小目标检测任务本质上可分解为目标分割与红外图像重建两个子任务, 因此实验设

计的总损失函数由分割损失 𝐿segmentation 与保真度损失 𝐿fidelity 两部分构成. 其中, 分割损失采

用 SoftIoU指标[145]评估目标分割的像素级精度,保真度损失通过原始图像与重建图像之间的

最小方差衡量图像重建质量. 具体地,损失函数定义为

𝐿total = 𝐿segmentation + 𝜂 · 𝐿fidelity

= (1 − 1
𝑀𝑡

𝑀𝑡∑
𝑖=1

TP
FP + TP + FN

) + 𝜂 · 1
𝑀𝑡𝑀

𝑀𝑡∑
𝑖=1

∥𝑫𝐾 − 𝑫∥2
𝐹 ,

(8.17)

其中, 𝑖表示第 𝑖个训练样本, 𝑀𝑡 为训练样本总数, 𝑀 为单张图像的总像素数. TP (true positive)、

FP (false positive)、FN (false negative)分别表示真正例、假正例、假负例像素数. 此外, 𝜂为平

衡系数,用于调节分割损失与保真度损失的贡献权重,其最优取值将在后续章节评估.

(4)评估指标

参考文献[136],实验选取四个指标来评估红外小目标检测的性能. 其中,平均交并比 (mean

intersection over union, mIoU)主要用于评估目标分割任务的性能, F1分数、检测概率 (probability

of detection, Pd)与虚警率 (fault alarm rate, Fa)则主要用于评估红外图像重建任务的性能.

平均交并比: 作为语义分割任务的像素级评估指标, 用于衡量预测分割结果与真实标签

的重叠程度. 设 𝑀 为类别总数, IoU𝑐 为第 𝑐类别的交并比,则 mIoU定义为

mIoU =
1
𝑀

𝑀∑
𝑐=1

IoU𝑐 . (8.18)

F1 分数: 综合精确率 (precision)与召回率 (recall),其中精确率表示预测为正例的像素中

真正例像素的比例,召回率表示所有真正例像素中被成功检测的比例. F1分数定义为

F1 = 2 · precision · recall
precision + recall

. (8.19)

检测概率: 用于评估对比方法对真实目标的检测能力, 即所有真实目标中被正确检测到

的比例. Pd定义为

Pd =
TP

TP + FN
. (8.20)
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8.4 数值实验

虚警率: 用于衡量对比方法的误检程度, 即错误预测为正例的像素 (Pfalse)占图像总像素

数 (Pall)的比例. Fa定义为

Fa =
Pfalse
Pall

. (8.21)

8.4.2 实验比较

表 8.1列出了所有对比方法的实验结果. 可以清晰地看出,与基于数据和基于模型-数据的

方法相比,基于模型的方法 (即 IPI、MPCM和 PSTNN)在 mIoU和 F1 方面上表现欠佳,存在

显著的性能差距. 这表明,引入神经网络对提升语义分割能力的重要作用. 此外,基于数据的方

法 (如 AGPCNet)存在明显的过拟合现象及参数冗余问题,导致其在不同数据集上的性能表现

波动较大. 相比之下, 基于模型-数据的方法通过融合基于物理的先验知识与数据引导的精确

刻画,成功完成了红外小目标检测任务. 需要注意的是, RPCANet由于缺乏对通道间映射关系

的分析,模型鲁棒性较弱. 而 RPCANet++虽性能有所提升,但复杂的网络结构设计导致其所需

网络参数大幅增加,推理效率受到影响. 总体而言,所提 L-RPCANet通过构建带有注意力机制

的层次化通道映射结构, 并引入噪声降低模块, 不仅实现了令人满意的检测性能, 还具备网络

参数更少、GPU推理速度更快的优势.

此外, 表 8.2给出了各方法的受试者工作特征 (receiver operating characteristic, ROC)曲线

下面积 (area under curve, AUC)结果,可见所提 L-RPCANet在几乎所有数据集上均保持了较高

的 AUC值,展现了其优异的跨域鲁棒性.

表 8.2: 不同方法的 AUC比较

方法 NUDT-SIRST SIRST-Aug IRSTD-1k
IPI 0.8746 0.8344 0.7946

MPCM 0.8645 0.8246 0.7813
PSTNN 0.8816 0.7955 0.7451

AGPCNet 0.9712 0.9646 0.9215
UIUNet 0.9547 0.9477 0.9177
MSHNet 0.9900 0.9899 0.9485
RPCANet 0.9804 0.9879 0.9346

DRPCANet 0.9931 0.9935 0.9616
RPCANet++ 0.9954 0.9910 0.9556

Ours 0.9987 0.9913 0.9699

为直观展示各方法的检测性能, 图 8.3绘制了 NUDT-SIRST数据集上的检测可视化结果.

其中, “Input”代表原始输入图像, “GT”代表参考真值图像,检测结果中蓝色、黄色和红色标记

分别对应真正例目标、假正例目标和假负例目标. 从可视化结果可以发现,基于模型的方法由

于对图像 a中目标特征的提取能力有限,检测结果中存在大量假正例和假负例,这表明真实场
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8.4 数值实验

景下的红外小目标检测任务难以通过简单的低秩与稀疏模型实现有效处理. 具备自动特征学

习能力的基于数据的方法, 其检测结果中的假正例目标数量显著减少, 这与表 8.1中的定量实

验结果保持一致. 由于 UIUNet所采用的双层嵌套结构保留了跳跃连接,导致卷积核在连续平

滑区域提取的特征辨识度较低. 这使得网络在反向传播过程中弱目标的梯度被淹没,从而引发

目标漏检问题. 尽管MSHNet能够在云背景中检测到目标,但该方法在多尺度特征拼接阶段未

引入噪声先验知识,且缺乏抑制高频孤立尖峰的有效机制,导致高对比度噪声在特征融合后依

然较为突出. 总之, 对于图 8.3中的所有测试图像, 基于模型-数据的方法均能成功检测出小目

标,验证了模型与数据方法相结合的有效性.
Input

Input

GTInput RPCANetUIUNetAGPCNetPSTNNMPCMIPI MSHNet

GT UIUNetAGPCNetPSTNNMPCMIPI
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图 8.3: NUDT-SIRST数据集上的可视化结果

图 8.4和图 8.5分别展示了 SIRST-Aug合成数据集和 IRSTD-1k真实数据集上的检测结果.

从图 8.5可以观察到, RPCANet由于存在稀疏权重过度收缩的问题,检测结果中出现了部分假

正例和假负例. DRPCANet在生成动态参数时过度依赖输入特征,导致其在部分复杂场景中存

在假正例干扰. 而 RPCANet++由于对模型自训练过程的要求过于严苛,易出现目标漏检现象.

所提 L-RPCANet通过将输入图像同时投影到三个可学习子空间,并借助注意力机制动态调整

各通道的权重分配,能够在不同数据集上实现了更稳定的小目标检测.
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图 8.4: SIRST-Aug数据集上的可视化结果
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8.4 数值实验
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图 8.5: IRSTD-1k数据集上的可视化结果

8.4.3 消融研究

在消融实验中,设置以下 5种对比: (I)不含 SENets模块, (II)仅 SEBEM引入 SENets模块,

(III) SEBEM与 SETEM均引入 SENets模块, (IV) EBEM、SETEM、SENRM引入 SENets模块,

(V) SEBEM、SETEM、SENRM、SEIRM全部引入 SENets模块.

如表 8.3 所示, SENets 对各模块的检测性能均具有一定提升作用. 具体而言, SETEM 的

目标提取模块与 SENRM的噪声降低模块,均依赖于对目标与噪声特征的通道权重优化,这与

SENets的操作逻辑高度契合, 因此引入 SENets后性能得到了有效提升. 对于 SEBEM所处理

的复杂背景估计任务,该模块的性能提升依赖于通道权重调整与空间特征优化的双重作用,故

而将 SENets引入 SEBEM后,其检测性能虽获得了一定改善,但不如 SETEM和 SENRM显著.

与之相比, SEIRM 的图像重建过程以空间信息的精确恢复为目标, SENets 的通道权重优化机

制与该模块的需求匹配度较低,因此其在图像重建模块中的性能提升效果相对有限.

表 8.3: SENets的消融研究

SENets
NUDT-SIRST SIRST-Aug IRSTD-1k

mIoU ↑ F1 ↑ Pd ↑ Fa ↓ mIoU ↑ F1 ↑ Pd ↑ Fa ↓ mIoU ↑ F1 ↑ Pd ↑ Fa ↓
I 73.56 78.45 79.36 8.56 60.75 70.28 81.24 43.67 50.26 61.34 70.57 15.95
II 80.57 81.39 86.35 5.68 65.96 75.37 86.99 39.82 55.84 65.26 76.36 11.12
III 88.36 89.45 90.18 4.00 70.17 80.78 93.17 34.78 60.56 72.58 83.70 8.10
IV 91.14 96.06 97.18 2.05 73.27 84.45 98.07 27.73 63.58 77.53 88.71 3.95
V 92.37 96.54 98.41 1.79 74.56 85.43 99.17 29.78 64.68 78.55 89.39 4.66

为进一步验证各模块的贡献,图 8.6可视化了第一阶段各模块提取的特征. SEBEM首先对

图像背景中目标的形态与结构进行初步估计, SETEM完成潜在目标的精准提取, SENRM分离

出既不属于背景也不属于目标的综合噪声信息, SEIRM基于前三个模块输出的特征信息,重建

仅包含纯净目标信息的图像. 得益于各模块采用的双层通道特征连接策略,以及噪声降低模块

的有效介入,所提 L-RPCANet能够以更少的迭代次数,精准识别背景结构并提取目标特征.
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图 8.6: 各模块 SENets操作的可视化特征图

8.4.4 讨论

(1)鲁棒性分析

本节在 NUDT-SIRST 数据集施加不同强度的噪声干扰, 以验证所提方法的鲁棒性. 当向

数据集加入均值为 0、方差取值为 {0, 5, 10, 15, 20} 的高斯噪声时, 由图 8.7 可知, 所有对比方

法的检测性能均随噪声强度的增加呈下降趋势, 但所提 L-RPCANet 性能下降幅度显著更小.

如图 8.8 所示, 当施加盐值为 {0, 0.02, 0.04, 0.06, 0.08, 0.10}、椒值为 0.04 的椒盐噪声时, RP-

CANet、DRPCANet及 RPCANet++在达到某一噪声强度阈值后便完全失去检测能力,而所提

L-RPCANet仍能保持良好的检测精度与稳定性.
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图 8.7: 高斯噪声下的结果
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图 8.8: 椒盐噪声下的结果
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8.5 本章小结

(2)权重参数分析

本节分析式 (8.17) 中权重参数 𝜂 对检测性能的影响, 结果如表 8.4所示. 当参数 𝜂 = 0.01
时,模型在 NUDT-SIRST、SIRST-Aug及 IRSTD-1k三个数据集上均实现了最优检测性能. 若 𝜂

取值过大 (如 𝜂 = 0.2),会导致模型过度侧重图像重建任务,若 𝜂取值过小 (如 𝜂 = 0.005),则会

削弱正则化约束作用. 基于此,所有实验均将 𝜂 = 0.010设定为默认参数.

表 8.4: 损失权重 𝜂的影响

𝜂
NUDT-SIRST SIRST-Aug IRSTD-1k

mIoU ↑ F1 ↑ Pd ↑ Fa ↓ mIoU ↑ F1 ↑ Pd ↑ Fa ↓ mIoU ↑ F1 ↑ Pd ↑ Fa ↓
0.005 77.56 82.19 84.25 8.78 65.47 75.58 87.39 35.73 57.45 68.19 78.43 20.54
0.010 92.37 96.54 98.41 1.79 74.56 85.43 99.17 29.78 64.68 78.55 89.39 4.66
0.015 90.36 93.45 94.18 2.90 71.17 82.78 95.17 30.78 61.56 75.58 86.70 6.10
0.200 73.27 78.15 70.35 18.05 60.28 74.45 80.07 40.73 50.36 70.37 80.37 16.78

(3) Lipschitz条件分析

图 8.9给出了 SETEM与 SENRM模块的 Lipschitz常数随训练轮次的变化曲线. 由图可知,

Lipschitz常数在训练过程中逐步趋于稳定. 该结果不仅验证了映射 S(𝑻)与 G(𝑵)的收敛特性,

也佐证了相关模块收敛性假设的合理性.
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图 8.9: 随训练轮次增加的 Lipschitz条件

8.5 本章小结

本章针对复杂背景下红外小目标检测问题,提出了融合通道注意力机制的轻量级、高鲁棒

性且可解释性强的 L-RPCANet. 该架构由四个网络模块构成, 包括用于背景估计的近端网络、

用于目标提取的稀疏约束网络、用于噪声抑制的降噪神经层,以及用于图像精准重建的简易卷

积神经网络. 对比实验表明,与现有主流小目标检测方法相比, mIoU至少提升 3%, F1提升 2%.

此外,所提 L-RPCANet通过有效融合通道注意力机制与各神经层，实现了对低秩背景、稀疏

目标、噪声抑制及图像重建的端到端学习, 削弱了神经网络在检测任务中普遍存在的 “黑盒”

特性,为稀疏优化在图像检测领域的可解释性研究提供了技术思路.
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第 9章 基于注意力深度支持矩阵机的图像分类

支持矩阵机作为一种新兴的分类框架,通过直接处理矩阵结构的观测数据,能够避免向量

化过程中破坏数据固有的空间相关性. 然而,现有大多数支持矩阵机方法高度依赖预定义的正

则项,难以准确捕捉真实世界数据中复杂的非线性结构. 同时,这类方法在求解时,往往需要反

复执行奇异值分解, 计算开销巨大. 为克服上述局限性, 本章提出了注意力引导深度支持矩阵

机 (attention-guided deep support matrix machine, AD-SMM).该方法引入注意力机制以自适应获

得数据的关键结构特征, 将传统支持矩阵机由模型驱动的迭代优化转化为数据驱动的多阶段

神经网络,实现了模型-数据双驱动的有机结合. 实验结果表明,与现有支持矩阵机方法相比,所

提 AD-SMM的分类准确率平均提升约 15%. 同时,与主流深度分类方法相比,其精度虽略有下

降,但参数量实现了显著缩减,具有重要的工程意义.

9.1 引言

支持向量机 (support vector machine, SVM)凭借其严谨的数学基础与完善的统计学习理论,

在众多分类方法中脱颖而出. 它的基本思想是通过最大化不同类别间的分类间隔来寻找最优

判别超平面,输入数据为向量形式. 然而,在医学影像、人脸图像、脑电信号等实际应用中,数

据往往以矩阵形式存在. 为适配支持向量机的输入要求,通常将矩阵数据展开为一维向量. 不

过, 这种向量化操作不仅会破坏原始数据固有的空间相关性, 还会导致特征维度急剧膨胀, 进

而引发所谓的 “维数灾难”.

近年来,支持矩阵机 (support matrix machine, SMM)被提出并受到广泛研究[146]. 该方法借

助合页损失与核范数直接处理矩阵数据,在充分利用数据结构的同时确保了分类的有效性. 此

后，为进一步提升其计算效率与泛化能力,研究人员开发了多种支持矩阵机变体. 例如, Liang

等[147]将合页损失替换为最小二乘损失,构建了适用于矩阵结构脑电图分类的最小二乘支持矩

阵机. Li 等[148]引入非平行超平面, 将其应用于红外热图像故障诊断. Li 等[149]通过自相关函

数变换对输入矩阵进行扩展, 从而提高了支持矩阵机的泛化性能. 实际上, 支持矩阵机中采用

的合页损失函数是 heaviside损失函数的凸近似,这种近似虽然简化了计算过程,却也使得模型

对噪声更为敏感. 为解决这一局限性, Feng 等[150]提出了一种采用弹球损失的新方法, 使支持

矩阵机能够更好地捕捉底层数据分布. Xiu等[151] 直接采用 Heaviside损失函数取代传统的合

页损失或斜坡损失, 提出了名为 HL-SMM 的低秩支持矩阵机, 并探讨了最优性条件和收敛性

理论. 为进一步提升模型鲁棒性, Zheng 等[152]将输入矩阵分解为潜在的低秩矩阵与稀疏矩阵,

结合 ℓ1 范数对稀疏矩阵进行正则处理,提出了鲁棒支持矩阵机 (robust SMM, RSMM).基于类

似理念, Razzak等[153]通过联合 ℓ2,1 范数与核范数最小化, 构建了适用于复杂高维噪声数据的



9.1 引言

图 9.1: 所提 AD-SMM网络结构

SMMRe. 然而,这些方法均高度依赖于人工设置的正则函数,如刻画低秩性的核范数、刻画稀

疏性的 ℓ1范数,这在很大程度上限制了模型的泛化能力与自适应性能. 关于支持矩阵机的研究

进展,可参考最新的综述论文[154].

在算法设计方面,针对支持向量机相关模型的求解,通常采用交替方向乘子法 (alternating

direction method of multipliers, ADMM)、增广拉格朗日法 (augmented Lagrangian method, ALM)、

近端交替极小化法 (proximal alternating minimization, PAM)等迭代类算法. 他们虽然结构简洁、

易于实现,但收敛速度往往较慢,难以满足高效求解的需求. 最近, Wu等[155]设计了一种基于半

光滑牛顿共轭梯度法的增广拉格朗日方法 (semismooth Newton-CG based augmented Lagrangian

method, ALMSNCG),并通过严格的理论推导证明了超线性收敛特性. 然而,该算法的子问题求

解过程中涉及大量的奇异值分解 (singular value decomposition, SVD)和求逆的计算,难以满足

大规模计算的实际需求. 由此提出一个自然的研究问题,能否借助神经网络强大的非线性拟合

能力与 GPU的高效并行计算能力,实现支持向量机问题的高效求解? 经文献调研发现,目前尚

未有相关研究报道.

基于上述分析,本章提出了一种注意力引导的深度支持矩阵机网络,其框架如图 9.1所示.

该方法将支持矩阵机的优化求解过程转化为数据驱动的端到端学习网络, 既保留了支持矩阵
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机的可解释性优势,又有效兼顾了计算优势与泛化性能. 本章的主要贡献为

(1) 首次在支持矩阵机框架中引入空间注意力机制,通过自适应加权聚焦数据中的判别性区

域,有效了抑制图像背景噪声的干扰.

(2) 采用残差密集块作为可学习的非线性近端算子, 隐式实现特征映射, 避免了计算奇异值

分解,更好地适应复杂的真实数据分类问题.

(3) 构造带有类别平衡权重的二分类交叉熵损失进行端到端训练，从而设计了轻量化的深度

支持矩阵机网络,并在多个数据集上进行了仿真验证.

9.2 相关工作

9.2.1 典型损失函数

损失函数用于衡量模型预测值与真实标签之间的偏差, 是支持矩阵机目标函数的重要组

成部分. 以下介绍几类支持矩阵机研究中常用的典型损失函数.

Heaviside损失 (0/1 loss)定义为

ℓ0/1(𝑢) =


0, 𝑢 ≥ 0,

1, 𝑢 < 0,
(9.1)

其中, 𝑢 = 𝑦 𝑓 (𝑥), 𝑦 ∈ {−1,+1}为样本真实标签, 𝑓 (𝑥) 为分类决策函数的输出结果.

合页损失 (hinge loss)定义为

ℓhinge(𝑢) =


0, 𝑢 ≥ 1,

1 − 𝑢, 𝑢 < 1.
(9.2)

合页损失是 Heaviside损失的凸上界近似,具备凸性和分段线性的特点.

弹球损失 (pinball loss)定义为

ℓ𝜏 (𝑢) =

𝜏𝑢, 𝑢 > 0,

(1 − 𝜏)𝑢, 𝑢 ≤ 0,
(9.3)

其中, 𝜏 ∈ [0, 1] 为非对称参数. 当 𝜏 = 0.5时,弹球损失对正负误差进行等权重处理.

斜坡损失 (ramp loss)定义为

ℓramp(𝑢) = max(0, 1 − 𝑢) − max(0, 𝑠 − 𝑢), (9.4)

其中, 𝑠 < 1为截断点. 该损失函数对所有离群点分配恒定最大惩罚, 有效抑制异常值对

模型的干扰.
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9.2.2 支持矩阵机

给定训练数据 {(𝑿𝑖, 𝑦𝑖)} ∈ D,其中 𝑿𝑖 ∈ R𝑝×𝑞 为观测数据, 𝑦𝑖 ∈ {−1, 1}为对应样本的分类
标签, 𝑖 = 1, . . . , 𝑚. 支持矩阵机旨在寻找一个最优超平面

𝑦𝑖 = ⟨𝑾, 𝑿𝑖⟩ + 𝑏, (9.5)

使得不同标签的样本能够被该超平面有效分离. 基于此,支持矩阵机的分类问题可表示为

min
𝑾,𝑏

1
2
⟨𝑾,𝑾⟩

s.t. 𝑦𝑖 (⟨𝑾, 𝑿𝑖⟩ + 𝑏) ≥ 1, 𝑖 = 1, . . . , 𝑚.
(9.6)

高维矩阵𝑾 往往具有低秩结构,于是上式可进一步改写为

min
𝑾,𝑏

1
2
⟨𝑾,𝑾⟩

s.t. 𝑦𝑖 (⟨𝑾, 𝑿𝑖⟩ + 𝑏) ≥ 1, 𝑖 = 1, . . . , 𝑚,

rank(𝑾) ≤ 𝑟,

(9.7)

其中, 𝑟为满足 𝑟 < min{𝑝, 𝑞}的正整数. 式 (9.7)建立在两类数据可被超平面完全分离的理想假

设之上,但在实际应用中,数据往往存在噪声、重叠等问题. 同时,秩约束本身属于非凸约束,这

使得该优化问题的求解极具挑战性. 一种更为实用的方法是引入核范数松弛的正则惩罚模型,

其具体形式为

min
𝑾,𝑏

1
2
⟨𝑾,𝑾⟩ + 𝛼∥𝑾∥∗ + 𝛽

𝑚∑
𝑖=1

𝜙 [1 − 𝑦𝑖 (⟨𝑾, 𝑿𝑖⟩ + 𝑏)] , (9.8)

其中, 𝛼, 𝛽 > 0为惩罚参数, ∥𝑾∥∗为矩阵𝑾 的核范数, 𝜙对应上述各类损失函数.

最近, Xiu等[151]将 Heaviside损失与秩约束相结合,建立了如下 HL-SMM模型

min
𝑾,𝑏

1
2
⟨𝑾,𝑾⟩ + 𝛽

𝑚∑
𝑖=1

ℓ0/1 [1 − 𝑦𝑖 (⟨𝑾, 𝑿𝑖⟩ + 𝑏)]

s.t. rank(𝑾) ≤ 𝑟.
(9.9)

该方法既保留式 (9.7)中的低秩约束,又引入式 (9.8)中的 Heaviside损失,在图像分类任务中取

得了优异的效果.

9.2.3 空间注意力机制

注意力机制的核心在于模拟人类视觉系统, 通过对输入数据的不同部分动态分配不同的

权重, 从而聚焦于判别性更强的区域. 由空间注意力机制生成的注意力图的权重值直接对应

空间位置的贡献度,高权重区域为任务决策提供关键视觉线索,低权重区域则被弱化起到噪声
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9.3 模型与算法

抑制作用. 相较于单一的卷积特征提取, 空间注意力机制可自适应聚焦目标区域, 从而提升特

征的表达效率与图像任务的适配. 当前主流的空间注意力模块包含 AHDRNet (attention-guided

high dynamic range network)[156]、CBAM (convolutional block attention module)[157]、FFA (feature

fusion attention)[158]、SimAM (simple attention module)[159]等.

9.2.4 残差密集块

残差密集块 (residual dense block, RDB)[160]融合了残差学习与密集连接的思想, 在深度卷

积网络中实现了高效的空间特征复用与稳定的梯度传播,如图 9.2所示. 具体来说,模块内部采

用密集连接机制,每一层卷积的输入均拼接此前所有层输出的特征图,通过特征级联实现多层

级空间特征的反复复用, 充分挖掘图像的边缘、纹理等局部空间结构信息. 其次, 通过局部特

征融合操作,采用 1× 1卷积算子对密集连接后的高维特征进行通道整合与降维,在保留有效特

征的同时控制模型参数量与计算复杂度. 最后, 引入局部残差短路连接, 将模块原始输入特征

与融合后的输出特征直接相加,使网络专注于学习残差形式的细节特征,有效缓解深层卷积网

络训练过程中易出现的梯度消失问题.
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Abstract

A very deep convolutional neural network (CNN) has re-

cently achieved great success for image super-resolution

(SR) and offered hierarchical features as well. However,

most deep CNN based SR models do not make full use of

the hierarchical features from the original low-resolution

(LR) images, thereby achieving relatively-low performance.

In this paper, we propose a novel residual dense network

(RDN) to address this problem in image SR. We fully exploit

the hierarchical features from all the convolutional layers.

Specifically, we propose residual dense block (RDB) to ex-

tract abundant local features via dense connected convolu-

tional layers. RDB further allows direct connections from

the state of preceding RDB to all the layers of current RDB,

leading to a contiguous memory (CM) mechanism. Local

feature fusion in RDB is then used to adaptively learn more

effective features from preceding and current local features

and stabilizes the training of wider network. After fully ob-

taining dense local features, we use global feature fusion

to jointly and adaptively learn global hierarchical features

in a holistic way. Experiments on benchmark datasets with

different degradation models show that our RDN achieves

favorable performance against state-of-the-art methods.

1. Introduction

Single image Super-Resolution (SISR) aims to generate

a visually pleasing high-resolution (HR) image from its de-

graded low-resolution (LR) measurement. SISR is used in

various computer vision tasks, such as security and surveil-

lance imaging [42], medical imaging [23], and image gen-

eration [9]. While image SR is an ill-posed inverse pro-

cedure, since there exists a multitude of solutions for any

LR input. To tackle this inverse problem, plenty of image

SR algorithms have been proposed, including interpolation-

based [40], reconstruction-based [37], and learning-based

methods [28, 29, 20, 2, 21, 8, 10, 31, 39].

Among them, Dong et al. [2] firstly introduced a three-
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Figure 1. Comparison of prior network structures (a,b) and our

residual dense block (c). (a) Residual block in MDSR [17]. (b)

Dense block in SRDenseNet [31]. (c) Our residual dense block.

layer convolutional neural network (CNN) into image SR

and achieved significant improvement over conventional

methods. Kim et al. increased the network depth in

VDSR [10] and DRCN [11] by using gradient clipping, skip

connection, or recursive-supervision to ease the difficulty

of training deep network. By using effective building mod-

ules, the networks for image SR are further made deeper

and wider with better performance. Lim et al. used residual

blocks (Fig. 1(a)) to build a very wide network EDSR [17]

with residual scaling [24] and a very deep one MDSR [17].

Tai et al. proposed memory block to build MemNet [26]. As

the network depth grows, the features in each convolutional

layer would be hierarchical with different receptive fields.

However, these methods neglect to fully use information of

each convolutional layer. Although the gate unit in mem-

ory block was proposed to control short-term memory [26],

the local convolutional layers don’t have direct access to the

subsequent layers. So it’s hard to say memory block makes

full use of the information from all the layers within it.

Furthermore, objects in images have different scales, an-

gles of view, and aspect ratios. Hierarchical features from

a very deep network would give more clues for reconstruc-

tion. While, most deep learning (DL) based methods (e.g.,

VDSR [10], LapSRN [13], and EDSR [17]) neglect to use

hierarchical features for reconstruction. Although memory

2472

图 9.2: 残差密集块[160]

9.3 模型与算法

9.3.1 数学模型

尽管传统支持矩阵机展现出了优异的分类性能,但仍存在进一步提升的空间. 一方面，直

接使用原始图像 𝑿 进行分类判别,分类器会无差别地对待目标特征与背景噪声,从而导致判别

结果极易受到干扰. 另一方面, 传统的先验信息难以精确捕捉图像的潜在特征, 且求解过程中

存在大量的矩阵运算,无法满足大规模数据的训练需求.
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9.3 模型与算法

为此,本章通过深度神经网络参数化的迭代特征表示 𝑭𝑘 ,并使用空间注意力图 𝑨 = F𝑎𝑡𝑡 (𝑿)
对判别区域进行自适应引导. 构造的 AD-SMM)模型为

min
𝑾,𝑏,Θ

J =
𝑁∑
𝑖=1

𝐿𝑐𝑙𝑠

(
𝑦𝑖, ⟨𝑾, 𝑨𝑖 ⊙ 𝑭𝑘𝑖 ⟩ + 𝑏

)
︸                                   ︷︷                                   ︸

经验风险

+ 𝜆
2
∥𝑾∥2

𝐹︸   ︷︷   ︸
结构风险

, (9.10)

其中, 𝑨𝑖 = F𝑎𝑡𝑡 (𝑿𝑖) ∈ [0, 1] 为针对样本 𝑿𝑖 生成的空间注意力掩码,用于内积运算前对特征矩

阵进行空间维度的显著性加权. 𝑭𝑘𝑖 为蕴含高阶语义信息的低秩特征矩阵, 其内部集成的残差

密集结构能够学习数据隐含的结构先验,从而弥补了人工设计正则项的表达不足. 𝐿𝑐𝑙𝑠 为带有

类别平衡权重的二分类交叉熵损失,用于替代支持矩阵机模型的合页损失函数,以保证深层网

络反向传播的数值稳定性[161]. 此外, ⊙表示哈达玛积 (Hadamard product).

与现有支持矩阵机不同,全局判别矩阵 𝑾、偏置参数 𝑏,以及所有特征提取网络的参数 Θ

均为可学习变量.

9.3.2 算法设计

网络设计的要点在于如何获取高质量的特征矩阵 𝑭𝑘 . 假设对于给定的输入 𝑿 和注意力

掩码 𝑨,理想的特征矩阵 𝑭应当既保留原始数据在关键区域的信息,又具备图像先验的判别特

征. 其优化目标函数可表示为

min
𝑭

1
2
∥𝑨 ⊙ (𝑿 − 𝑭)∥2

𝐹 + R(𝑭), (9.11)

其中,第一项为注意力加权的数据保真项,通过哈达玛积确保特征更新主要集中在注意力高响

应区域, R(𝑭) 为刻画图像的隐式正则项.

本节采用近端梯度下降法 (proximal gradient descent, PGD) 对上述优化目标进行求解. 首

先对数据保真项求梯度,在迭代步中将注意力图 𝑨视作常量,可得第一项的梯度为

∇𝑭

(1
2
∥𝑨 ⊙ (𝑿 − 𝑭)∥2

𝐹

)
= −𝑨 ⊙ 𝑨 ⊙ (𝑿 − 𝑭). (9.12)

由于注意力图 𝑨的元素值介于 0到 1之间,为简化网络结构并加速收敛,将 𝑨 ⊙ 𝑨的非线性缩

放效应吸收到后续的可学习步长中. 由此,第 𝑘 步的梯度下降中间状态 𝒁𝑘 可表示为

𝒁𝑘 = 𝑭𝑘 + 𝛼𝑘𝑨 ⊙ (𝑿 − 𝑭𝑘 ). (9.13)

随后,对正则项 R(𝑭) 执行近端映射,得到第 𝑘 + 1步的特征矩阵更新公式

𝑭𝑘+1 = prox𝜆R (𝒁𝑘 ). (9.14)

传统近端算子不仅计算成本高昂,且难以适配复杂数据的分布特性,此处采用残差密集块作为
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9.4 数值实验

算法 2注意力深度支持矩阵机 (AD-SMM)训练算法
输入: 训练集 D = {(𝑿𝑖, 𝑦𝑖)}𝑁𝑖=1,参数 𝑘, 𝜂, 𝜆, 𝐸 𝑝𝑜𝑐ℎ𝑠

输出: 最优参数集 Ω∗ = {𝑾∗, 𝑏∗,Θ∗
𝑎𝑡𝑡 ,Θ

∗
𝑟𝑑𝑏, 𝛼

∗}
初始化: Ω, 𝑾 ∼ N(0, 0.01), 𝑏 = 0, Θ𝑎𝑡𝑡 ,Θ𝑟𝑑𝑏, 𝛼𝑘 = 0.5 (𝑘 = 0, . . . , 𝑘 − 1)
for 𝑒𝑝𝑜𝑐ℎ = 1 to 𝐸𝑝𝑜𝑐ℎ𝑠 do

1: for每个微批次 (𝑿, 𝑦) ∈ D do
2: //空间注意力引导
3: 计算 𝑨 = F𝑎𝑡𝑡 (𝑿,Θ𝑎𝑡𝑡)
4: //近端梯度迭代
5: 初始化 𝑭0 = 𝑿

6: for 𝑘 = 0 to 𝑘 − 1 do
7: 更新 𝑭𝑘+1 = RDB(𝑭𝑘 ) + 𝜎(𝛼𝑘 )𝑨 ⊙ (𝑿 − 𝑭𝑘 )
8: end for
9: //全局超平面判别

10: 计算 𝑦 = ⟨𝑾, 𝑨 ⊙ 𝑭𝑘⟩ + 𝑏
11: // Adam优化与参数更新
12: 计算 𝐿𝑐𝑙𝑠 (𝑦, 𝑦) 与 ∇Ω𝐿𝑐𝑙𝑠

13: 更新 Ω

14: end for
15: 验证集评估
16: end for

可学习的非线性近端算子. 将上述数学迭代过程映射为神经网络的前向传播层,具体公式为

𝑭𝑘+1 = RDBΘ𝑘 (𝑭𝑘 ) + 𝜎(𝛼𝑘 ) · 𝑨 ⊙ (𝑿 − 𝑭𝑘 ). (9.15)

这里, RDBΘ𝑘 (·) 替代了传统的奇异值收缩算子, 借助深度卷积网络隐式完成特征提取. 𝜎(𝛼𝑘 )
则将传统算法中的固定步长转化为各层独立的可学习参数, 并通过 Sigmoid 函数将其约束在

(0, 1)区间内,有效保障了网络的数值稳定性. 整个 AD-SMM的算法框架如 2所示.

9.4 数值实验

为验证所提 AD-SMM 的性能, 首先选取五种支持矩阵机方法进行对比, 包括 SMM[146]、

RSMM[152]、SSMRe[153]、ALMSNCG[155]、HL-SMM[151]. 然后,引入两种神经网络分类方法进

一步分析,即 FasterNet[162]与 MobileNetV4-S[163]. 本实验基于 RTX 4090D (24GB)显卡搭建硬

件环境,采用 CUDA 12.8与稳定版 PyTorch作为软件支撑,所有对比方法均统一使用原文开源

代码的默认参数配置.
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9.4 数值实验

9.4.1 实验设置

(1)数据集

本研究选取 6个具有代表性的公开数据集,包括通用物体识别数据集 CIFAR101、脑肿瘤

磁共振成像数据集 Brain2、乳腺超声图像数据集 BUSI3、胃肠道内窥镜数据集 Kvasir4、混凝

土裂缝检测数据集 Concrete5以及疟疾细胞图像数据集 Malaria6. 所有数据集均按照 70%训练

集、15%验证集、15%测试集的比例划分,各数据集的样本数量统计如表 9.1所示.

表 9.1: 各数据集样本的数量统计

数据集 总数量 训练集 验证集 测试集
CIFAR10 60, 000 42, 000 9, 000 9, 000

Brain 7, 200 5, 040 1, 080 1, 080
BUSI 647 452 97 98
Kvasir 8, 000 5, 600 1, 200 1, 200

Concrete 40, 000 28, 000 6, 000 6, 000
Malaria 27, 558 19, 290 4, 134 4, 134

为保证模型输入的一致性, 对所有原始数据进行标准化预处理. 首先, 将所有输入图像统

一缩放至 64 × 64或 32 × 32像素. 其次,将所有 RGB图像转换为灰度图,同时将图像像素值从

[0, 255] 区间线性映射至 [0, 1] 区间,并利用各数据集自身的均值与标准差完成标准化处理. 最

后,将预处理后的图像矩阵转换为浮点型张量,训练过程中将图像标签映射为 {0, 1},适配二分
类交叉熵损失函数的计算需求.

(2)参数设置

在网络参数方面, AD-SMM的特征提取部分由 𝑘个串行的残差密集块组成. 为平衡模型的

表征能力与计算效率,对不同数据集采用差异化的迭代层数设置, CIFAR10数据集设置 𝑘 = 8,

Kvasir数据集设置 𝑘 = 4,其余数据集统一设置 𝑘 = 6. 每个残差密集块内部包含 4个卷积层,其

初始增长率设置为 32,后续各层增长率设为 16,以逐步提升特征表达能力. 在优化器与正则策

略方面,权重衰减系数统一设为 𝜆 = 1× 10−4,全局梯度范数裁剪阈值为 5.0. 初始学习率根据各

数据集的特性进行微调, 采用余弦退火策略动态调整学习率, 确保训练过程的稳定性, 最低学

习率固定为 1 × 10−6. 同时引入早停机制,若验证集准确率在连续 15个轮数内未提升,则自动

终止训练. 部分参数如表 9.2所示.

1https://tensorflow.google.cn/datasets/catalog/cifar10
2https://docs.ultralytics.com/zh/datasets/detect/brain-tumor/
3https://www.kaggle.com/datasets/sabahesaraki/breast-ultrasound-images-dataset
4https://datasets.simula.no/kvasir/
5https://archive.ics.uci.edu/dataset/165/concrete+compressive+strength
6https://data.unicef.org/resources/dataset/malaria/
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9.4 数值实验

表 9.2: 各数据集的训练超参数

数据集 残差密集块数 初始学习率 批次大小 最大轮数
CIFAR10 8 5 × 10−4 16 50

Brain 6 1 × 10−3 32 50
BUSI 6 5 × 10−4 16 80
Kvasir 4 1 × 10−3 32 30

Concrete 6 1 × 10−3 64 30
Malaria 6 1 × 10−3 64 30

(3)评估指标

针对图像二分类任务,选取准确率 (accuracy, ACC)作为评估指标,定义为

ACC =
TP + TN

TP + TN + FP + FN
, (9.16)

其中, TP (true positive)表示真正例 (true positive), TN (true negative)表示真负例, FP (false posi-

tive)表示假正例, FN (false negative)表示假负例.

9.4.2 与模型方法比较

表 9.3列出了各方法在多数据集上的分类准确率,最优结果以加粗标注. 由实验结果可见,

所提 AD-SMM在全部测试数据集上均取得最优分类性能,平均准确率高达 93.85%. 相较于次

优的 SSMRe, 平均准确率提升 12.70 个百分点. 相较于基准 SMM, 提升幅度达 19.01 个百分

点. 在 CIFAR10数据集上, AD-SMM分类准确率可达 93.63%, 而其余对比方法准确率均未突

破 75%. 在 Concrete 数据集上, AD-SMM 实现近乎完美的分类效果, 性能显著领先其他方法.

对于小规模数据集 BUSI,虽然 SSMRe与 HL-SMM取得相对较好的结果,但与所提 AD-SMM

仍存在差距. 推测其原因在于数据集样本量有限,网络易出现过拟合现象.

表 9.3: 各方法在不同数据集上的准确率对比

数据集 SMM RSMM SSMRe ALMSNCG HL-SMM AD-SMM
CIFAR10 68.20 63.87 73.73 63.80 64.80 93.63

Brain 84.07 81.20 92.22 94.79 92.67 98.06
BUSI 76.53 72.45 85.71 81.40 85.71 88.78
Kvasir 74.20 73.67 79.33 76.24 78.00 86.67

Concrete 74.57 74.82 88.55 90.89 75.31 99.88
Malaria 64.21 63.58 67.37 66.83 76.83 96.08
Average 74.84 72.85 81.15 78.99 78.89 93.85

图 9.3 展示了各方法的平均运行时间对比. 可以看出, 相较于基于一阶优化算法的方法,

ALMSNCG 引入牛顿迭代后计算效率明显改善. 而所提 AD-SMM 依托神经网络结构并结合
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9.4 数值实验

GPU并行加速,进一步大幅降低了运算耗时. 以CIFAR10数据集为例, ALMSNCG耗时为 51.37

s,而 AD-SMM仅需 0.58 s. 综上,相较于现有基于传统基于数学模型的支持矩阵机,所提 AD-

SMM在分类精度与效率两方面均实现了显著提升.
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图 9.3: 各方法平均运行时间比较

9.4.3 与深度方法比较

本节选取表 9.1中样本量超过 20，000的数据集 CIFAR10、Concrete以及Malaria,并与两

类主流轻量化深度学习分类器 FasterNet[162]、MobileNetV4-S[163]进行比较,结果如表 9.4所示.

可以看出, AD-SMM表现出极具竞争力的分类精度,在部分任务场景下性能甚至优于参数量更

大的深度模型. 具体来说,在 Concrete与 Malaria数据集上, AD-SMM均取得最优分类准确率.

这表明 AD-SMM能够有效提取特定领域的关键特征,尤其在医疗影像这种对局部纹理敏感的

场景中具有更强的鲁棒性.

表 9.4: 不同网络的准确率对比

数据集 FasterNet MobileNetV4-S AD-SMM
CIFAR10 97.96 97.04 93.63
Concrete 99.82 99.85 99.88
Malaria 95.89 95.89 96.08
Average 97.89 97.59 96.53

图 9.4进一步刻画了模型分类性能与资源开销的权衡关系. 在模型规模方面, AD-SMM具

备压倒性轻量化优势,参数量仅为 0.22M,分别仅为MobileNetV4-S的 5.8%、FasterNet的 2.9%.

极低的模型复杂度,可大幅降低硬件存储开销. 在训练效率层面, AD-SMM每轮迭代耗时仅约

11.3s, 显著低于 FasterNet 与 MobileNetV4-S. 这不仅加速了模型的迭代过程, 也预示着在实际

部署时具备更高的吞吐量和更低的延迟.
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图 9.4: 模型参数量与平均精度对比

9.4.4 讨论

(1)消融实验

为探究不同空间注意力模块对 AD-SMM分类性能的影响, 本节选取 AHDRNet、CBAM、

FFA以及 SimAM作为候选特征提取组件,并将 AD-SMM拓展到支持向量机变体 AD-SVM.所

有对比模型的结构的仅前端接入的注意力模块存在差异, 其余结构与超参数均保持完全一致.

由表 9.5可知, 尽管引入 CBAM和 SimAM模块在部分特定数据集上能带来一定的性能提升,

但 AHDRNet模块在 4个数据集上均取得最优分类成绩,且在所有数据集上的表现保持良好稳

健性. 实验结果同时表明,注意力模块的性能并非随结构复杂度提升而增强,印证了 AHDRNet

结构与当前分类框架的高度适配性. 此外,表 9.6列出了不同模块的参数量和训练时间,进一步

展示了 AHDRNet的优势.

表 9.5: 消融实验结果准确率对比

数据集 AD-SVM +AHDRNet +CBAM +FFA +SimAM
CIFAR10 92.95 93.63 93.80 93.52 93.79

Brain 97.69 98.06 98.06 97.31 96.85
BUSI 85.71 88.78 85.71 82.65 80.61
Kvasir 85.33 86.67 87.67 87.33 87.00

Concrete 99.85 99.88 99.87 99.78 99.73
Malaria 95.86 96.08 95.04 95.24 95.24
Average 92.90 93.85 93.36 92.64 92.22

(2)参数分析

本节开展参数敏感性分析,重点探讨初始学习率 𝜂 ∈ {10−4, 5×10−4, 10−3, 5×10−3, 10−2}与
残差密集块数 𝑘 ∈ {3, 4, 5, 6, 7, 8} 对模型分类精度的影响. 图 9.5记录了各参数组合下的最高
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9.4 数值实验

表 9.6: 不同模块参数量及训练时间对比

模型 参数量 训练时间
+AHDRNet 220,158 11.31

+CBAM 220,399 12.63
+FFA 220,454 12.27

+SimAM 220,301 11.36

分类准确率. 其中,曲面平缓区域内起伏较小,表明该范围内参数鲁棒性较强. 反之,曲面起伏

剧烈的区域则说明模型性能受参数变化的影响较大.
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图 9.5: 不同数据集敏感性曲线对比

通过分析可知, 学习率 𝜂 是决定模型收敛状态的最敏感参数. 当设定过大的学习率时, 所

有数据集上的模型分类性能均出现灾难性的断崖式下降. 例如,在 Concrete和 Malaria数据集

上,高学习率导致准确率直接退化至 50%左右. 这可能是因为过激的参数更新在跨越多层级联

特征块时易引发梯度震荡,进而破坏残差密集块对隐式先验的平滑拟合效果. 相比于学习率的

剧烈响应,深度展开层数 𝑘 对网络性能的影响则呈现出典型的边际效益递减规律. 当展开层数

较浅 (如 𝑘 = 3)时,由于优化迭代步数不足,模型未能充分映射原始数据的复杂二阶结构,导致

分类指标普遍垫底. 随着层数逐步提升至 𝑘 ∈ [4, 6] 的区间, 各项性能指标迅速饱和并达到全

局最优,例如 Brain数据集在 𝑘 = 4、𝜂 = 10−3 时取得 98.06%附近的高精度,而 Concrete数据

集则在 𝑘 = 5左右逼近 99.66%. 然而,继续盲目增加层级,不仅无法带来显著的精度提升,反而

会导致模型计算负担大幅加重.
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9.5 本章小结

(3)收敛性分析

图 9.6展示了模型在 CIFAR10数据集上的训练曲线,其中蓝色曲线为训练指标,橙色曲线

为验证指标. 整体来看, 模型验证集曲线与训练集曲线走势高度贴合, 泛化间隙极小. 这表明

AD-SMM虽结构极度轻量化,仍具备良好的归纳偏置能力. 此外，模型训练集与验证集准确率

均在 30至 50轮次内完成收敛,表现出了良好的快速收敛性.
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图 9.6: CIFAR10数据集上的训练曲线

9.5 本章小结

本章针对传统支持矩阵机依赖先验正则项、需人工调参的问题,提出了注意力引导的深度

支持矩阵机 (AD-SMM).该方法将传统优化算法进行网络化重构,并通过融合空间注意力机制

与残差密集块,实现了对图像先验结构的精准捕获与背景噪声的有效抑制,且所有参数均通过

端到端方式自主学习. 实验结果表明,所提 AD-SMM在六个基准数据集上取得了 93.85%的平

均准确率,显著优于传统支持矩阵机及其变体. 同时, AD-SMM具有极高的计算效率,其参数量

仅为 0.22M,表明了其在计算资源受限场景下进行高效图像识别的实用价值.
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第 10章 基于自适应稀疏的大语言模型剪枝

大语言模型在计算机、机器人及医学等领域应用广泛,但庞大的参数量使其部署面临巨大

挑战. 然而,现有多数基于层间动态分配的结构化剪枝方法,仅依靠权重幅值、激活特征等静态

统计量评估神经元重要性,难以精准刻画不同网络层对任务目标的动态贡献与敏感度差异. 为

此, 本章提出梯度引导的自适应结构化剪枝 (gradient-guided adaptive pruning, GAP), 用于提升

大语言模型的压缩效果与推理效率. 该方法在自适应稀疏分配框架中引入梯度敏感度分析与

对数映射校准机制, 从而兼顾高精度与轻量化. 针对所构建的非线性组合优化模型, 基于边际

收益分析设计了贪心求解算法,并对其计算复杂度进行分析. 实验结果表明,所提 GAP在模型

结构化压缩中具有明显优势,同时展现出其在边缘计算平台的部署潜力.

10.1 引言

近年来,以 Transformer[143]为核心的大语言模型 (large language models, LLMs)在自然语言

处理领域实现了跨越式发展,从 GPT-3[164]的 1,750亿参数到 Llama3[165]的 4,050亿参数,模型

规模呈现指数级增长. 然而,这种规模扩张也带来了严峻的资源依赖与部署困境. 以 Llama3为

例, 其单次推理需处理数十亿次矩阵运算, 权重文件约 800GB, 远超普通服务器的存储与算力

容量. 因此, 如何在最大限度保留模型性能的前提下实现高效压缩与推理加速, 已成为大语言

模型领域的关键挑战. 根据综述文献[166-167],现有模型压缩技术可分为四类: 剪枝、量化、知识

蒸馏及低秩分解.

剪枝凭借直接移除冗余参数的能力, 成为大语言模型压缩领域的研究热点[168]. 与量化、

知识蒸馏等间接方法不同, 剪枝通过物理性缩减模型参数量, 同时优化网络计算图结构. 依据

权重移除粒度, 剪枝可分为非结构化剪枝与结构化剪枝. 早在神经网络剪枝的初期研究中, 提

出了著名的最优脑损伤 (optimal brain damage, OBD)[169] 和最优脑外科 (optimal brain surgeon,

OBS)[170]策略. Frantar等[171]在 OBC基础上引入近似处理技术,设计了稀疏化策略 SparseGPT.

虽然会牺牲部分重构精度,但该方法实现了在数小时内对超大规模模型的非结构化剪枝. 由于

SparseGPT 的权重更新过程计算复杂, Sun 等[172]通过结合权重幅值与输入激活范数的乘积作

为重要性度量,提出了Wanda (pruning by weights and activations)策略. 该技术能够在完全不调

整剩余权重的前提下, 对大语言模型实现高稀疏度剪枝. 最近, Bovza[173]将剪枝转化为带约束

的权重优化问题,并通过交替方向乘子法 (alternating direction method of multipliers, ADMM)实

现了大语言模型的快速剪枝,因此该方法也被称为 ADMM.

与非结构化剪枝相对, 结构化剪枝以通道、神经元、注意力头等完整的结构单元为对象,

剪枝后模型权重仍保持密集矩阵形式,能够充分利用 NVIDIA Tensor Core等专用计算单元,因
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图 10.1: 与现有 DLP框架对比

此在大语言模型部署中更具工程价值. 从方法流程看,结构化剪枝可分为层内裁剪和层间分配.

具体来说, 层内裁剪解决的是具体剪哪些的问题. 在给定每层预算后, 需要在该层内部识别冗

余结构并执行物理删除. LLM-Pruner[174] 是首个面向大语言模型的结构化剪枝框架,具有任务

无关、数据需求少、速度快等优势. Ashkboos 等[175]通过在每层输入输出之间插入正交变换

矩阵,将剪枝转化为主成分分析 (principal component analysis, PCA)中的维度选择问题,实现了

均匀层内分配的结构化剪枝, 该方法称为 SliceGPT.层间分配解决的是每层剪多少的问题. 由

于不同层承担的表示功能并不一致, 统一的稀疏度难以兼顾压缩与性能. 最近, Chen 等[176]通

过计算层非重要性的中位数并转化为相对重要性,实现动态层剪枝 (dynamic layerwise pruning,

DLP).此外, DLP可以与多种层内剪枝方法结合,从而对稀疏度进行自适应分配.

虽然大语言模型的结构化剪枝方法在层内裁剪方面已取得显著进展, 但在层间分配方面

仍有较大的提升空间. 现有方法通常基于权重幅值、激活统计等静态特征进行层重要性评估,

缺乏与任务目标对齐的动态度量, 难以有效识别对最终性能贡献较大但统计特征不突出的关

键层. 此外, 大语言模型层间梯度范数往往存在一定的差异, 若直接以原始梯度作为重要性依

据, 极易导致部分高敏感层过度占用维度资源, 而其他层则被过度剪枝. 如何引入梯度信息并

设计有效的校准机制以实现更精准的层间分配,是提升大语言模型结构化剪枝性能的关键. 为

此, 本章提出了梯度引导的自适应剪枝 (gradient-guided adaptive pruning, GAP), 其框架及与现
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有 DLP的对比如图 10.1所示. 本章的主要贡献为

(1) 通过分析梯度敏感度精准评估各层对任务的贡献,利用对数映射有效平滑跨数量级的梯

度异常分布,设计了梯度引导的结构化剪枝策略.

(2) 设计了一种基于最优边际收益且严格面向硬件对齐的贪心分配算法,其中稀疏度采用从

大到小、逐步回收的方式,并且与硬件步长对齐.

(3) 在 Llama和 Qwen不同参数的大语言模型上验证了所提 GAP的有效性,并在 Jetson Orin

NX嵌入式平台完成了部署.

10.2 相关工作

10.2.1 Transformer

根据下游任务需求, Transformer架构可分为Encoder-only、Decoder-only及Encoder-Decoder.

其中, Encoder-only架构适用于文本分类等判别式任务, Decoder-only架构适用于文本生成等生

成式任务, Encoder-Decoder 架构适用于机器翻译等序列到序列任务. 目前, Decoder-only 是主

流大语言模型 (如 GPT系列、LLaMA系列)的首选架构. 此外, Transformer的每层均包含多头

自注意力机制 (multi-head attention, MHA)和逐位置前馈网络 (feed forward network, FFN).为保

障深层网络的稳定训练,还引入了残差连接和层归一化 (layer normalization, LayerNorm).

设 𝑿 为数据矩阵, 𝒁为降维后的特征表示,为统一注意力模块与逐位置前馈神经网络的数

学表达,可将二者统一为

𝒁 = 𝜙(𝑿𝑾 in + 111𝒃𝑇in)𝑾out + 111𝒃𝑇out, (10.1)

其中, 𝑾 in 和 𝑾out 分别表示输入端与输出端的权重矩阵, 𝒃in 和 𝒃out 为对应的偏置项, 𝜙(·) 表
示模块内部的非线性变换. 在该表达模板下, 注意力模块可视为特殊情形, 将输入端三个投影

矩阵𝑾𝑞、𝑾𝑘、𝑾𝑣 合并为𝑾 in,输出投影记为𝑾out,并令 𝜙对应注意力映射.

10.2.2 SliceGPT

设 𝑸 ∈ R𝑑×𝑑 为正交矩阵,满足 𝑸𝑇𝑸 = 𝑸𝑸𝑇 = 𝑰. 由于正交变换保持向量范数不变,且均方

根归一化 (root mean square layer normalization, RMSNorm)仅依赖范数归一化,可得 RMSNorm

与正交变换可交换,即

RMSNorm(𝑿 (𝑙)𝑸)𝑸𝑇 = RMSNorm(𝑿 (𝑙)), (10.2)

其中, 𝑿 (𝑙) 为网络的第 𝑙 层. 这意味着在相邻模块间插入 𝑸 与 𝑸𝑇 不会改变结构. 进一步,可将

这些变换吸收到线性层权重中,得到如下与原网络等价的参数重写形式
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𝑾̂embd = 𝑾embd𝑸, 𝑾̂
(𝑙)
in = 𝑸𝑇𝑾 (𝑙)

in , 𝑾̂
(𝑙)
out = 𝑾 (𝑙)

out𝑸, 𝑾̂head = 𝑸𝑇𝑾head, (10.3)

其中, 𝑾embd为嵌入层权重, 𝑾 (𝑙)
in 和𝑾 (𝑙)

out分别为第 𝑙 层输入端与输出端权重, 𝑾head为输出头权

重. 因此,模型可在任意正交基下执行而保持输出不变,这正是 SliceGPT可行的理论基础. 上述

不变性严格依赖RMSNorm连接,对于采用 LayerNorm的模型, SliceGPT先进行等价转换,即将

LayerNorm中的缩放项吸收到后继输入矩阵,将均值消除项并入前驱输出矩阵,同时对嵌入层

与输出头作一致重标定. 该过程本质是运算次序重排,不改变函数映射,是网络满足 RMSNorm

不变性分析前提. 设 𝑚 为需保留的主成分数,在将特征转换到新的正交基后,模型可以通过删

除矩阵 𝑫 ∈ R𝑑×𝑚 对特征维度进行裁减,具体为

𝒁 = 𝑿𝑸𝑫, 𝑿̂ = 𝒁𝑫𝑇𝑸𝑇 , (10.4)

其中, 𝑿̂ 为通过反向变换重构的特征矩阵. 通过对每层输入输出特征的协方差矩阵进行特征分

解, SliceGPT能够识别出主成分并保留前 𝑚个主成分以实现层内裁剪.

10.2.3 DLP

给定不重要性度量函数 ℎ(·), 用于评估每层中权重的重要性. DLP首先通过下式计算第 𝑙

层的绝对不重要性

𝑠(𝑙) =
𝑐out∑
𝑖=1

𝑐in∑
𝑗=1

ℎ(𝐴(𝑙)
𝑖 𝑗 ), (10.5)

其中, 𝑐in 和 𝑐out 为输入和输出的通道数, 𝐴(𝑙)
𝑖 𝑗 为第 𝑙 层中第 𝑖 个输出通道与第 𝑗 个输入通道之

间权重的重要性分数,计算公式如下

𝐴(𝑙)
𝑖 𝑗 = |𝑊 (𝑙)

𝑖 𝑗 | · ∥𝒙
(𝑙)
𝑗 ∥2, (10.6)

其中, |𝑊 (𝑙)
𝑖 𝑗 |为权重𝑊 (𝑙)

𝑖 𝑗 的幅值, ∥𝒙 (𝑙)𝑗 ∥2为第 𝑙 层中第 𝑗 个输入通道的激活范数, ℎ(·) 可取不同
统计形式 (如求和、平均值、中位数、最大值、方差、标准差). 为使不同层之间的重要性可比

较, DLP将不重要性分数归一化并转换为相对重要性,即

𝑦 (𝑙) = 1 − 𝑠(𝑙)∑𝐿
𝑗=1 𝑠

( 𝑗)
, (10.7)

其中, 𝑦 (𝑙) 为第 𝑙 层的相对重要性, 𝐿 为总层数. 所有层的重要性向量 {𝑦 (1) , 𝑦 (2) , . . . , 𝑦 (𝐿)} 共同
构成相对重要性分布 (relative importance distribution, RID).该公式将不重要性取逆得到重要性,

确保重要性越高的层分配越低的稀疏度.

在确定各层的重要性后, DLP引入动态稀疏度分配机制. 给定全局目标稀疏度 𝑟 和超参数

𝛼,将每层的稀疏度控制在 [𝑟 − 𝛼, 𝑟 + 𝛼] 范围内,并通过以下公式计算最终的层稀疏度
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𝑟 (𝑙) = 𝑟 + 𝑏 − 𝑏 (𝑙) , (10.8)

其中, 𝑏为所有层 𝑏 (𝑙) 的均值, 𝑏 (𝑙) 的定义为

𝑏 (𝑙) =
𝑦 (𝑙) − 𝑦min
𝑦max − 𝑦min

× 2𝛼, (10.9)

且 𝑦min 和 𝑦max 表示 𝑦 (𝑙) 的最小值与最大值. 该策略通过先缩放再中心化的方式,使层稀疏度

在给定区间内波动,同时保证整体平均稀疏度为 𝑟 ,从而避免某一层被过度剪枝.

10.3 模型与算法

10.3.1 构建模型

事实上, DLP通过中位数计算层非重要性并转化为相对重要性,相较于均匀剪枝的等比例

分配,能够更准确地刻画层重要性差异. 但该方法仍存在一定局限性. 一方面,度量指标缺乏任

务导向,仅基于权重幅值、激活统计等模型内在特征,未与任务目标关联,可能遗漏对任务重要

但统计量不突出的层. 另一方面, 未引入梯度信息衡量层重要性, 忽视不同层对损失函数的敏

感差异,无法有效识别参数量精简但梯度敏感的重要层.

本章提出了梯度引导的自适应剪枝框架,将层重要性度量直接对齐任务目标,通过梯度敏

感度分析实现更精准的稀疏度分配. 为便于表述, 设 𝑖 为层索引 (同上一节的记号 𝑙), 𝑛 为总

层数, 𝑑 为隐藏层维度, 𝑚 为保留维度, 𝑠𝑖 ∈ [0, 1) 为该层分配的稀疏度, 则该层保留维度可

写为 𝑚𝑖 = ⌊(1 − 𝑠𝑖)𝑑⌋, 其中 𝑚𝑖 = ⌊·⌋ 表示向下取整. 设 𝜆𝑖, 𝑗 为第 𝑖 层的第 𝑗 个特征值, 令

𝜆𝑖,𝑘 = 𝜆𝑖,𝑘/
∑𝑑
𝑗=1 𝜆𝑖, 𝑗 为归一化的特征值. 给定全局稀疏度 𝑠,构建如下 GAP模型

max
{𝑠𝑖}

𝑛∑
𝑖=1

𝛽𝑖 𝑓𝑖 (𝑠𝑖)

s.t.
1
𝑛

𝑛∑
𝑖=1

𝑠𝑖 ≥ 𝑠,

𝑠𝑖 ∈ [0, 1), 𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛},

(10.10)

其中,目标函数中

𝑓𝑖 (𝑠𝑖) =
⌊(1−𝑠𝑖)𝑑⌋∑
𝑘=1

𝜆𝑖,𝑘 , (10.11)

𝛽𝑖 > 0为梯度先验权重. 第一个约束条件表示全局稀疏度,需要大于全局稀疏度 𝑠. 与 DLP相

比, GAP 在目标函数构造上由静态统计驱动转向梯度驱动, 通过梯度权重 𝛽𝑖 刻画损失函数对

各层的敏感程度,使得模型能够更准确反映不同层对最终任务性能的真实贡献,也能在相同全

局稀疏约束下实现更优的层间资源分配.
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10.3.2 对数映射

在大语言模型中,底层的 Embedding层往往具有较小的梯度范数,而顶层的分类头则梯度

范数极大[177]. 如果直接使用原始梯度作为权重,敏感度极高的层会完全垄断维度资源,而敏感

度较低的层则被过度压缩,导致模型性能崩溃. 对数函数具有压缩大数值、放大小数值的特性,

能够有效缓解长尾分布不平衡. 当梯度范数跨多个数量级时,线性归一化易将大部分数值压缩

至极小区间, 导致细节丢失. 而对数归一化在保持数据相对顺序的同时, 能让不同量级的梯度

得到更充分的表达. 为此,本章采用对数映射进行权重校准.

若记第 𝑖 层所有参数梯度敏感度的均值为 𝑔𝑖,并记 𝑔min 和 𝑔max 分别为所有层在对数空间

中 log(𝑔𝑖)的最小值与最大值. 则校准后的权重 𝛽𝑖 计算如下

𝛽𝑖 = 1 + (𝛽max − 1) · log(𝑔𝑖) − 𝑔min
𝑔max − 𝑔min

. (10.12)

该映射将梯度范数平滑映射到 [1, 𝛽max]区间. 这种处理既能保留层间敏感度的相对顺序,又能

弱化长尾效应. 参数 𝛽max 控制权重分配的动态范围. 当 𝛽max = 1时,所有层权重相同,方法退

化为均匀分配. 通过对数映射校准, 模型能够更合理地分配维度资源, 避免过度集中于少数高

敏感层,从而在全局稀疏约束下实现更优的性能表现.

10.3.3 贪心求解

式 (10.10) 是一个非线性组合优化问题, 精确求解属于 NP 难问题. 因此, 采用贪心策略

寻求近似最优解, 从极大稀疏到逐步回收. 初始化时将除第一层外的所有层设为最大稀疏度

𝑠max,随后通过 𝐾 轮迭代,每轮选择降低稀疏度可带来最大边际性能增益的层进行更新. 为满

足硬件对齐要求,定义稀疏度步长 Δ𝑠 = 𝑟/𝑑,其中 𝑟 为硬件对齐步长,即稀疏度仅能以 Δ𝑠为单

位进行调整. 当第 𝑖层的稀疏率从 𝑠𝑖 降低到 𝑠𝑖 − Δ𝑠时,边际性能增益定义为

Δ𝐺𝑖 (𝑠𝑖) = 𝛽𝑖 ( 𝑓𝑖 (𝑠𝑖 − Δ𝑠) − 𝑓𝑖 (𝑠𝑖)), (10.13)

贪心分配流程分为边界初始化、动态注入与收敛产出三个阶段. 完整的迭代过程见算法 2.

(1)边界初始化

将除第一层外所有层的稀疏度初始化为最大允许上限 𝑠max, 并计算当前平均稀疏度与全

局目标稀疏度 𝑠之间的配额盈余,即

R = (𝑛 − 1)𝑠max − 𝑛𝑠. (10.14)

配额盈余表示需要回收的稀疏度总量,以满足全局稀疏度目标.

(2)动态注入

将盈余配额折算为可迭代步数 𝐾 = ⌊(R · 𝑛 · 𝑑)/𝑟⌋, 算法维护最大堆存储各层边际收益
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算法 2求解式 (10.10)的贪心算法
输入: 模型层数 𝑛,全局稀疏度 𝑠,梯度权重 {𝛽𝑖},步长 Δ𝑠

初始化: 𝑠0𝑖 = 𝑠max, ∀𝑖 ∈ {2, 3, . . . , 𝑛}, 𝑠01 = 0,计算配额盈余 R,迭代步数 𝐾

当 𝑘 ≤ 𝐾 时
1: 通过式 (10.13)计算各层边际收益 Δ𝐺𝑖 (𝑠𝑘−1

𝑖 )
2: 通过式 (10.15)选择收益最大的层 𝑖∗

3: 通过式 (10.16)更新稀疏度 𝑠𝑘𝑖∗

4: 保持其他层不变 𝑠𝑘𝑖 = 𝑠𝑘−1
𝑖 , ∀𝑖 ≠ 𝑖∗

结束循环
输出: 各层稀疏度 {𝑠∗𝑖 }

Δ𝐺𝑖 (𝑠𝑖). 每轮迭代中,弹出收益最大的层

𝑖∗ = argmax𝑖 Δ𝐺𝑖 (𝑠𝑖). (10.15)

若更新后稀疏度低于最小约束 𝑠min则移除该层,否则将该层稀疏度更新为

𝑠(𝑘+1)
𝑖∗ = 𝑠(𝑘)𝑖∗ − Δ𝑠, (10.16)

重新计算下一阶边际收益后压回堆中.

(3)收敛产出

重复迭代直至耗尽步数 𝐾 ,完成收敛产出,最终得到符合硬件对齐要求且全局性能最优的

差异化稀疏配置 {𝑠∗1, 𝑠∗2, . . . , 𝑠∗𝑛}.

10.3.4 复杂度分析

设网络层数为 𝑛, 隐藏维度为 𝑑, 校准批次数为 𝐵, 每批有效 Token 数为 𝑇 , 硬件对齐步长

为 𝑟, 分配迭代步数为 𝐾 . 离线阶段包含特征值谱采集与梯度敏感度采, 计算复杂度为 𝑇1 =

𝑂 (𝑛(𝐵𝑇𝑑2 + 𝑑3)) + 𝑂 (𝐵𝑛𝑇𝑑2),其中,前一项对应各层激活统计与协方差构建, 𝑛𝑑3 对应各层特

征分解,后一项对应逐层前向缓存与反向传播的梯度敏感度采集开销. 分配阶段的时间复杂度

为 𝑇2 = 𝑂 (𝐾 log 𝑛),其中主导开销来自 𝐾 轮堆弹出与回插操作,初始化与建堆项在大规模设定

下通常可忽略于主项. 因此,总时间复杂度为 𝑇 = 𝑇1 + 𝑇2. 一般而言,离线阶段通常主导总体耗

时,而分配阶段相对轻量.

10.4 数值实验

为验证所提 GAP方法的有效性,本节选取 SparseGPT[171]、Wanda[172]、ADMM[173]三种非

结构化剪枝方法,以及 SliceGPT[175]、DLP[176]两种结构化剪枝方法,开展稀疏剪枝方法的评估.

146



10.4 数值实验

所有实验均在工作站平台上完成, CPU 采用 Intel Core Ultra 9 285K 处理器, GPU 为 NVIDIA

RTX 5090并配备 32GB显存,内存大小为 64GB DDR5,操作系统为 Ubuntu 22.04.4 LTS, CUDA

版本为 12.8,深度学习框架采用 PyTorch 2.7.1, Python版本为 3.11.

10.4.1 实验设置

(1)数据集

实验选用 Llama系列与 Qwen系列中参数量介于 1B至 8B的 6个预训练模型,各模型的

参数量、网络层数、隐藏层维度及注意力头数等详细配置如表 10.1所示.

表 10.1: 大模型模型参数信息

模型 参数量 层数 隐藏层维度 注意力头数
Llama3.2-1B 1.23B 16 2,048 32
Llama3.2-3B 3.21B 28 3,072 24
Llama3.1-8B 8.03B 32 4,096 32

Qwen2.5-1.5B 1.54B 28 1,536 12
Qwen2.5-3B 3.09B 36 2,048 16
Qwen2.5-7B 7.61B 28 3,584 28

WikiText2 数据集[178] 由高质量维基百科文本构成, 包含约 200 万训练词与 20 万验证词,

是自然语言处理领域中评估语言建模效果的经典基准数据集. 为保证实验对比的公平性,本章

参照 SliceGPT的实验设置,从WikiText2数据集中随机选取 128条样本作为校准数据,每条样

本包含 2,048个词元. 在剪枝过程中,设置最大稀疏度 𝑠max = 𝑠 + 0.05,最小稀疏度 𝑠min = 0,权

重动态范围 𝛽max = 10,硬件对齐步长 𝑟 = 8,确保剪枝配置满足实际部署需求.

(2)评估指标

困惑度 (perplexity, PPL)是评估语言模型性能的指标,其定义为

PPL = exp
(
− 1
𝑁

𝑁∑
𝑖=1

log 𝑝(𝑥𝑖 | 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑖−1)
)
, (10.17)

其中, 𝑁 为测试集的序列长度, 𝑝(𝑥𝑖 | 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑖−1) 为模型对第 𝑖 个 Token的预测概率. 困惑

度数值越低,表明模型对序列的预测能力越强[179].

10.4.2 结果分析

(1)性能对比

表 10.2和表 10.3分别给出了不同方法在 Llama系列与 Qwen系列模型上的困惑度对比结

果, 其中 Dense代表剪枝前的原始模型状态, SliceGPT、DLP与 GAP的稀疏度为 0.3. 可以看
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出,尽管各方法在不同模型上的表现存在差异,但在平均意义下,所提 GAP取得了与经典结构

化剪枝方法 SliceGPT与 DLP相当的困惑度性能. 特别地,针对 Llama3-8B模型, GAP的困惑

度较 SliceGPT降低 6.45,较 DLP降低 1.87,优势更为明显. 上述结果验证了 GAP所采用的稀

疏自适应分配策略的有效性, 能够有效弥补结构化约束带来的模型表达能力下降. 此外, 与非

结构化剪枝方法相比,所提 GAP性能优于Wanda,并与 SparseGPT、ADMM基本持平. 这说明,

尽管 GAP属于约束更强的结构化剪枝框架,但其在多数模型上仍能实现优异的性能.

表 10.2: Llama模型剪枝后的困惑度,其中最优结构化剪枝结果以加粗标注

方法 稀疏度 Llama3.2-1B Llama3.2-3B Llama3-8B 平均
Dense 0 9.75 7.81 6.14 7.90

SparseGPT 2:4 24.92 16.06 12.24 17.74
Wanda 2:4 94.77 30.62 20.21 48.53
ADMM 2:4 20.86 14.91 11.26 15.68

SliceGPT 0.3 23.33 19.06 19.40 20.60
DLP 0.3 21.96 17.19 14.82 17.99
GAP 0.3 21.78 16.58 12.95 17.10

表 10.3: Qwen模型剪枝后的困惑度,其中最优结构化剪枝结果以加粗标注

方法 稀疏度 Qwen2.5-1.5B Qwen2.5-3B Qwen2.5-7B 平均
Dense 0 9.26 8.03 6.85 8.05

SparseGPT 2:4 17.26 12.76 9.33 13.12
Wanda 2:4 36.36 21.54 13.02 23.64
ADMM 2:4 15.61 12.09 9.07 12.26

SliceGPT 0.3 20.87 15.04 10.55 15.49
DLP 0.3 20.95 15.44 10.68 15.69
GAP 0.3 19.56 14.89 10.79 15.08

(2)稀疏度分析

为量化不同结构化剪枝方法的性能差异,图 10.2和图 10.3以柱状图形式呈现了 SliceGPT、

DLP与 GAP三种方法在 Llama系列与 Qwen系列模型上不同稀疏度下的困惑度对比结果. 由

结果可知,当稀疏度从 0.1逐步提升至 0.3时,各方法的困惑度均呈上升趋势,但在绝大多数实

验场景中, 所提 GAP的性能表现普遍优于 SliceGPT与 DLP.从模型规模看, GAP在小参数量

模型上的性能表现稳健. 相比之下, SliceGPT在高稀疏与大模型场景下性能下降剧烈,鲁棒性

不足. DLP虽整体优于 SliceGPT,但与 GAP方法相比仍存在一定的差距. 上述实验结果表明,

所提 GAP能够在模型压缩效率与性能保持之间实现更优的平衡.

为了进一步验证所提 GAP在高稀疏度条件下的性能优势,选取 Llama3.2-1B与 Qwen2.5-

1.5B两个轻量化模型, 在稀疏度 0.1至 0.7的区间内开展困惑度评估实验, 实验结果如图 10.4
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图 10.2: Llama模型结构化剪枝后的困惑度
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(c) Qwen2.5-7B

图 10.3: Qwen模型结构化剪枝后的困惑度

所示. 尽管所有方法的困惑度均不可避免地随着稀疏度的增加而上升, 但所提 GAP在整个测

试稀疏度区间内,几乎始终保持着最低的困惑度水平. 尤其是在 0.5至 0.7的高稀疏度区间,当

对比方法出现性能崩塌时, GAP依然具有较好的鲁棒性.
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图 10.4: 高稀疏度时的困惑度比较

10.5 实际部署

本节将在 Seeed Studio reComputer J30/40 系列设备上完成边缘部署, 具体型号为 reCom-

puter J4012,其计算模组为 Jetson Orin NX 16GB,设备实物图如图10.5所示.
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图 10.5: Jetson Orin NX设备实物图

该平台在功耗、体积与推理性能之间实现了良好的工程平衡,能够较真实地反映受限算力

条件下大模型的实际部署环境. 相较于云端 GPU服务器, 该平台更贴近边缘端的实际应用形

态,可有效验证剪枝模型在端侧的可部署性与实时响应性能. 相较于纯 CPU边缘终端,其具备

更强的并行推理能力,便于系统全面评估剪枝方法在推理吞吐、延迟及硬件资源占用等方面的

综合收益. 表 10.4给出了该平台软硬件参数.

表 10.4: 软硬件环境配置

组件 配置
设备型号 reComputer J4012
计算模组 NVIDIA Jetson Orin NX 16GB
AI性能 100 TOPS
GPU 1024-core NVIDIA Ampere GPU + 32 Tensor Cores
CPU 8-core Arm Cortex-A78AE 64-bit
内存 16GB 128-bit LPDDR5 (102.4 GB/s)
存储 128GB NVMe SSD (预装 JetPack)
系统软件 JetPack 6.2 + Ubuntu 22.04
网络与外设 1×GbE, 4×USB 3.2, HDMI 2.1, 2×CSI
扩展接口 M.2 Key E, M.2 Key M, CAN, GPIO

10.5.1 部署流程

部署流程共有五个步骤,依次为模型导出、格式适配、模型优化、设备部署及性能评估,如

图 10.6所示,各步骤具体实施细节如下.
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PyTorch模型导出

算子兼容性校验 算子重构/替换

ONNX格式适配优化

Jetson设备部署

性能评估指标

不兼容

兼容

图 10.6: Jetson部署流程

(1)模型导出

完成剪枝后,将 PyTorch模型导出为 ONNX (Open Neural Network Exchange)格式. ONNX

是一种开放的模型交换格式, 支持跨平台部署. 导出时显式指定输入输出节点名称, 涵盖词元

序列、注意力掩码、位置编码及各层 KV缓存,并将批大小、序列长度和 KV缓存长度声明为

动态维度, 以支持变长推理. 模型权重以外部数据文件形式存储, 便于在存储受限的边缘设备

上管理大体积参数.

(2)格式适配

针对 Jetson Orin NX平台的硬件特性,对导出的 ONNX模型进行格式适配优化. 重点检查

模型算子兼容性,替换平台不支持的高阶算子为兼容算子,确保模型能够被 ONNX Runtime正

常解析, 同时调整模型输入输出的数据类型, 匹配边缘设备的计算精度需求, 避免因格式不兼

容导致的推理失败或性能损耗.

(3)模型优化

导出过程中开启常量折叠优化,使导出器在追踪阶段预先计算图中的固定值子图,消除推

理期间的冗余计算. 部署到 Jetson设备后, ONNX Runtime在加载模型时会自动执行运行时图

优化,包括算子融合和内存访问合并,进一步降低推理延迟.

(4)设备部署

将适配优化后的 ONNX模型文件传输至 Jetson设备,需要进行依赖检查、磁盘空间校验

及模型文件完整性验证,确保部署环境就绪后加载模型. 同时配置 ONNX Runtime的运行参数,

指定模型加载路径和硬件推理后端,为后续推理测试做好准备.
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(5)性能评估

使用 ONNX Runtime的推理接口分别在 CPU和 GPU两种后端上运行测试,批处理大小设

为 1 (边缘部署场景). 推理前执行若干轮预热以消除冷启动误差,随后进行多轮正式测试,记录

吞吐量、首字延迟和逐字延迟等性能指标,完成剪枝模型在边缘平台的部署性能验证.

10.5.2 性能对比

与前述仿真实验中使用困惑度不同,本节选取吞吐量、首 Token延迟、单 Token生成时间

及加载时间等四个性能指标.

吞吐量 (Tokens/s): 衡量模型推理效率的重要指标, 定义为每秒生成的 Token数量. 固定

生成序列长度 𝑇 = 100,记录模型生成该序列的总耗时 𝑡total,通过公式 𝑇/𝑡total计算得出.

首 Token延迟 (time to first Token, TTFT/ms): 反映用户初始等待体验的关键指标,定义为

从输入请求发出到模型输出第一个 Token的时间间隔,直接测量该时间差即可获得.

单 Token 生成时间 (time per output Token, TPOT/ms): 影响文本生成流畅度的重要指标,

定义为输出第二个 Token及之后每个 Token的平均生成延迟,通过计算第二个 Token至

第 𝑇 个 Token的生成时间均值得到.

加载时间 (load time, LT/ms): 衡量模型冷启动效率的指标,定义为从模型文件从磁盘读取

并加载至内存、完成初始化的总时间,通过记录模型加载函数的完整执行时长进行测量.

表 10.5: CPU推理性能

方法 吞吐量 ↑ 首 Token延迟 ↓ 单 Token生成时间 ↓ 加载时间 ↓
Dense 2.2 455.7 236.2 22,924.3

SliceGPT 2.7 376.0 434.3 19,057.4
DLP 2.4 424.1 344.4 19,516.3
GAP 2.8 351.9 372.6 20,248.6

表 10.6: GPU推理性能

方法 吞吐量 ↑ 首 Token延迟 ↓ 单 Token生成时间 ↓ 加载时间 ↓
Dense 12.9 77.5 70.8 8,663.5

SliceGPT 15.7 63.7 56.4 7,323.1
DLP 15.9 62.8 55.7 9,550.2
GAP 15.8 63.2 57.3 7,446.0

表 10.5和表 10.6分别展示了 CPU与 GPU两种运行模式下各方法的推理性能测试结果.

从 CPU模式结果可以看出,三种结构化剪枝方法均显著优于原始模型. 与原始模型相比, GAP

吞吐量提升 29.7%,后续 Token延迟降低首 Token延迟降低 22.8%,加载时间降低 11.7%. 值得

注意的是, 剪枝操作引入的稀疏结构会导致内存访问模式变得不规则, 降低缓存效率, 因此单
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Token生成时间均出现不同程度的上升. 从 GPU模式结果可以看出,三种结构化剪枝方法同样

优于原始模型. 其中相比于原始模型, GAP的吞吐量提升 22.6%,首 Token延迟降低 18.5%,后

续 Token延迟降低 19.1%,加载时间降低 14.1%.

综上,所提 GAP的困惑度指标显著优于 SliceGPT和 DLP,而在 CPU和 GPU推理速度上,

GAP与后两者的表现几乎无差异,这表明 GAP能够同时兼顾模型性能与推理效率.

(a) SliceGPT

(b) DLP

(c) GAP

图 10.7: Jetson Orin NX上的对话结果
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10.5.3 对话 demo

为直观验证剪枝模型在实际场景中的部署效果, 本文开发了基于 Jetson Orin NX 的对话

demo. 通过预设的 prompt,模型实时生成回答. 以问题 “法国的首都是哪里？” “你好,请用一句

话介绍你自己。”为例, 实验结果如图 10.7所示. SliceGPT回答第一个问题时出现错误, DLP

回答第二个问题时出现错误,而所提 GAP均回答正确,这表明 GAP在生成质量上表现更为稳

定. 需要指出的是,由于预训练阶段的基础模型参数量本身较少,在此基础上进行剪枝操作后,

模型的生成质量与输出多样性会受到较为显著的影响.

10.6 本章小结

本章针对现有层间结构化剪枝方法依赖静态统计量、未充分利用梯度信息的问题,提出了

梯度引导的自适应剪枝方法. 相较于基于权重幅度和激活统计的层重要性度量,所提方法通过

分析损失函数对各层参数的梯度敏感度来评估层贡献,并设计了对数映射校准机制,有效缓解

层间梯度敏感度波动. 在求解层面, 采用基于最优边际收益的贪心算法, 借助最大堆数据结构

实现了高效稀疏配置. 通过在 Llama3和 Qwen2.5系列模型上的数值实验,验证了方法的压缩

性能. 剪枝后,进一步在 NVIDIA Jetson Orin NX边缘平台上完成了端到端的部署,实现了剪枝

模型在受限算力环境下的实际推理.
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拓展篇



第 11章 基于深度展开的图像反问题求解方法

图像反问题是一类典型的病态问题, 旨在从退化的观测图像中恢复未知的原始清晰图像.

近年来,深度展开方法通过将迭代优化算法映射为含可训练参数的多阶段展开网络,不仅能够

自适应调节正则参数、惩罚参数、步长等,还可有效学习图像的先验结构,为图像反问题的求

解提供了全新的视角. 本章围绕图像反问题的深度展开求解方法展开综述,首先介绍几种典型

的迭代优化算法, 然后系统梳理参数学习型、结构学习型及生成式驱动型三类深度展开方法,

概括相关研究的发展脉络与主要特点. 在此基础上, 结合图像压缩感知重建实验, 对不同深度

展开方法的性能进行对比.

11.1 引言

给定退化观测图像 𝒚 ∈ R𝑚,待恢复的原始清晰图像 𝒙 ∈ R𝑛 以及退化算子 𝑨 ∈ R𝑚×𝑛,图像

反问题可归纳为如下数学模型

min
𝒙

1
2
∥𝑨𝒙 − 𝒚∥2

2 + 𝜆𝑔(𝒙), (11.1)

其中,第一项用于约束重建结果与观测数据的一致性, 𝑔(𝒙) 用于刻画图像的先验知识, 𝜆 > 0为
正则参数,用于平衡观测一致性项与先验信息项的权重. 图像反问题广泛应用于医学影像、遥

感测绘、工业检测等领域,具有重要的研究意义与科研价值.

围绕上述模型,研究者已发展出多种经典迭代优化算法,其中具有代表性的包括迭代收缩

阈值法 (iterative shrinkage-thresholding algorithm, ISTA) 及其加速形式 (fast iterative shrinkage-

thresholding algorithm, FISTA)[180]、交替方向乘子法 (alternating direction method of multipliers,

ADMM)[181],以及原始-对偶混合梯度法 (primal-dual hybrid gradient, PDHG)[182]等. 这些算法具

有较强的可解释性和收敛性保证,但在复杂图像分布、未知退化以及跨任务等实际应用中,其

固定的迭代规则与手工设计的先验函数,往往难以满足大规模图像反问题求解的高精度、高效

率与高鲁棒性需求[183].

神经网络技术的快速发展为图像反问题的高效求解提供了全新思路, 通过从大量训练数

据中自适应学习复杂的图像先验特征与非线性映射关系, 有效弥补了手工先验表达能力不足

的问题[184]. 同时,迭代优化算法为神经网络结构设计提供了明确的来源,使得模型与数据的融

合成为可能[185]. 在此背景下,深度展开 (deep unfolding, DU)方法应运而生. 它将迭代优化算法

的有限步更新过程映射为多阶段展开网络结构, 在每个阶段中通过数据驱动的方式学习步长、

阈值、变换算子、近端映射等关键参数,从而在保留迭代优化算法结构可解释性的基础上,提

升图像恢复的精度与效率. 感兴趣的读者可参考相关综述[186-189]. 需要说明的是, 除深度展开



11.2 迭代优化算法

方法外,图像反问题求解还存在即插即用 (plug-and-play, PnP)及端到端等其他思路,但上述方

法并非本章的研究重点.

经过文献梳理,本章依据网络学习内容与建模方式的差异,将图像反问题中的现有深度展

开求解方法归纳为以下三类:

(1) 参数学习型: 通常保留迭代优化算法的基本更新形式与固定解析先验,主要学习步长、阈

值、线性变换矩阵等迭代参数.

(2) 结构学习型: 将近端映射、变换算子、正则化结构或去噪模块替换为可学习的神经网络,

从而能够以隐式学习的先验信息提升重建性能.

(3) 生成式驱动型: 通过在深度展开迭代中引入由生成式模型刻画的数据分布先验, 利用数

据一致性约束和生成式先验共同改善反问题的求解效果.

11.2 迭代优化算法

本节简要介绍迭代收缩阈值法、交替方向乘子法、原始–对偶混合梯度法等几种典型的迭

代优化算法,为后续的深度展开奠定基础.

11.2.1 迭代收缩阈值法

当式 (11.1)中的正则项 𝑔(𝒙)为简单非光滑函数,且其近端映射易于计算时,可采用近端梯

度法对该优化问题进行求解[190]. 取 𝑔(𝒙) = ∥𝒙∥1,则可得到如下模型

min
𝒙

1
2
∥𝑨𝒙 − 𝒚∥2

2 + 𝜆∥𝒙∥1. (11.2)

该式在统计上又称 Lasso问题. 数据一致性项
1
2
∥𝑨𝒙 − 𝒚∥2

2的梯度为

𝑨𝑇 (𝑨𝒙 − 𝒚). (11.3)

若选取步长 0 < 𝜂 ≤ 1/𝐿,且 𝐿 = ∥𝑨𝑇 𝑨∥2 为梯度的 Lipschitz常数,则 ISTA的迭代更新形式可

表示为

𝒙𝑘+1 = S𝜂𝜆 (𝒙𝑘 − 𝜂𝑨𝑇 (𝑨𝒙𝑘 − 𝒚)), (11.4)

其中, S𝜃 (·) 为软阈值算子,其逐元素定义为 S𝜃 (𝑧𝑖) = sgn(𝑧𝑖) max( |𝑧𝑖 | − 𝜃, 0).
从迭代结构上看, ISTA 的每次迭代均由一次线性梯度步和一次非线性阈值步组成, 前者

利用数据一致性项修正估计,后者通过近端映射引入稀疏先验. 由于其更新过程仅涉及线性变

换、步长调节与阈值操作等简单计算步骤, ISTA成为深度展开方法中最具代表性的框架之一.

此外, FISTA在 ISTA基础上引入动量外推技巧,将收敛速度从 𝑂 (1/𝑘) 提升至 𝑂 (1/𝑘2)[180].
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11.2 迭代优化算法

11.2.2 交替方向乘子法

当优化问题的正则项包含复合结构,或其近端映射难以直接计算时,可通过变量分裂技巧

将原复杂问题分解为若干个更易求解的子问题,进而采用 ADMM迭代求解[181]. 仍以式 (11.2)

为例,引入辅助变量 𝒛,可将原问题改写为如下约束优化问题

min
𝒙,𝒛

1
2
∥𝑨𝒙 − 𝒚∥2

2 + 𝜆∥𝒛∥1

s.t. 𝒙 = 𝒛.

(11.5)

对应的增广拉格朗日函数为

𝐿𝜌 (𝒙, 𝒛, 𝝂) =
1
2
∥𝑨𝒙 − 𝒚∥2

2 + 𝜆∥𝒛∥1 + 𝝂𝑇 (𝒙 − 𝒛) + 𝜌

2
∥𝒙 − 𝒛∥2

2, (11.6)

其中, 𝝂 ∈ R𝑚 为拉格朗日乘子, 𝜌 > 0为罚参数. 为简化迭代表述,引入缩放对偶变量 𝒖 = 𝝂/𝜌,

此时 ADMM的迭代更新公式可表示为
𝒙𝑘+1 = argmin

𝒙

1
2
∥𝑨𝒙 − 𝒚∥2

2 +
𝜌

2
∥𝒙 − 𝒛𝑘 + 𝒖𝑘 ∥2

2,

𝒛𝑘+1 = argmin
𝒛

𝜆∥𝒛∥1 +
𝜌

2
∥𝒙𝑘+1 − 𝒛 + 𝒖𝑘 ∥2

2,

𝒖𝑘+1 = 𝒖𝑘 + 𝒙𝑘+1 − 𝒛𝑘+1,

(11.7)

其中, 𝒙子问题对应如下线性系统

(𝑨𝑇 𝑨 + 𝜌𝑰)𝒙𝑘+1 = 𝑨𝑇 𝒚 + 𝜌(𝒛𝑘 − 𝒖𝑘 ). (11.8)

该线性系统可利用 Sherman-Morrison-Woodbury公式进行加速计算,而 𝒛子问题可直接通过软

阈值操作求解.

与 ISTA依赖梯度步和近端映射不同, ADMM通过变量分裂将数据一致性项、正则项以及

约束关系分别处理,将问题能够分解为原变量 𝒙的更新、辅助变量 𝒛的更新和对偶变量 𝒖的更

新,具有更强的模块化特征,便于引入不同类型的先验信息. 其局限性在于,罚参数 𝜌的取值会

显著影响算法的收敛速度,且各子问题的求解精度也会直接影响整体的迭代性能.

11.2.3 原始–对偶混合梯度法

Chambolle-Pock算法是 PDHG在图像反问题领域中应用最广泛的形式,适用于全变差 (to-

tal variation, TV)、图像去噪以及其他含线性算子正则的优化模型[182]. 考虑如下问题

min
𝒙

𝐹 (A𝒙, 𝒚) + 𝐺 (𝒙), (11.9)

其中, 𝐹 (A𝒙, 𝒚) 表示与 𝒚 相关的数据一致性项, A 为线性算子, 𝐺 (·) 表示定义在原始变量上的
正则项. Chambolle-Pock算法的典型迭代形式为
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11.3 参数学习型方法
𝒛𝑘+1 = prox𝜎𝐹∗ (𝒛𝑘 + 𝜎A𝒙𝑘 ),

𝒙𝑘+1 = prox𝜏𝐺 (𝒙𝑘 − 𝜏A∗𝒛𝑘+1),

𝒙𝑘+1 = 𝒙𝑘+1 + 𝜔(𝒙𝑘+1 − 𝒙𝑘 ),

(11.10)

其中, 𝒛𝑘 表示第 𝑘 次迭代中的对偶变量, 𝐹∗表示 𝐹 关于其第一变量的凸共轭函数, 𝜎和 𝜏分别

表示对偶步长和原始步长, 𝜔表示外推系数.

Chambolle-Pock型 PDHG的特点在于将复合项 𝐹 (A𝒙, 𝒚) 转化到对偶空间中进行处理,使

每次迭代由对偶变量 𝒛 的更新、原始变量 𝒙 的更新和外推 𝒙 的更新组成. 相比部分需要求解

复杂线性系统的 ADMM,原始-对偶框架在处理梯度算子、投影算子和 TV正则等特定问题时

更加直接高效,也便于利用算子的结构特性降低计算成本.

11.3 参数学习型方法

本章以 LISTA (learned ISTA)及其相关变体为研究对象,探讨参数学习型深度展开的基本

结构、收敛性、泛化性及近期进展.

11.3.1 基本结构

LISTA将经典 ISTA算法的迭代过程映射为展开网络结构,通过训练数据对线性变换矩阵

与阈值参数进行学习,不仅保留了优化算法的可解释性,还能有效提升图像的恢复精度与计算

效率[139]. 作为深度展开方法的早期代表, LISTA展示了将迭代算法网络化的基本范式[191].

LISTA以式 (11.2)为展开对象,取常数 𝜉 ≥ ∥𝑨𝑇 𝑨∥2,则对应的迭代公式可表示为

𝒙𝑘+1 = S𝜆/𝜉 (𝒙𝑘 −
1
𝜉
𝑨𝑇 (𝑨𝒙𝑘 − 𝒚)), 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝐾 − 1, (11.11)

其中, 𝜉 为不小于 ∥𝑨𝑇 𝑨∥2的常数, S𝜃 (·) 表示软阈值算子, 𝐾 为最大迭代次数. 若记

𝑾1 =
1
𝜉
𝑨𝑇 , 𝑾2 = 𝑰 − 1

𝜉
𝑨𝑇 𝑨, 𝜃 =

𝜆

𝜉
, (11.12)

则式 (11.11)可简化为

𝒙𝑘+1 = S𝜃 (𝑾1𝒚 +𝑾2𝒙
𝑘 ), 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝐾 − 1. (11.13)

ISTA算法的 𝑘 次迭代过程可自然对应为一个包含 𝑘 个阶段的展开网络,其中每个阶段对

应一次 ISTA迭代更新,软阈值算子则作为网络中的非线性激活模块. 进一步,若允许网络各阶

段的参数随迭代次数自适应调整,可将式 (11.13)推广为

𝒙𝑘+1 = S𝜃 (𝑘 ) (𝑾𝑘
1 𝒚 +𝑾𝑘

2𝒙
𝑘 ), 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝐾 − 1, (11.14)
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11.3 参数学习型方法

由此得到多阶段展开网络,其整体结构如图 11.1所示,记号略有不同.

图 11.1: LISTA展开网络结构示意图[139]

以正则参数 𝜆 为例, ISTA算法中通常需通过网格搜索确定, 且参数一旦设定便固定不变.

针对不同的数据样本, 还需手动调整参数取值, 该过程往往耗费大量时间与人力成本. 而在

LISTA中, 正则参数 𝜆 可通过网络训练自主学习确定, 且不同阶段对应不同的参数取值. 实验

结果表明,采用动态参数的 LISTA模型,其性能表现优于采用固定参数的 ISTA算法.

11.3.2 收敛性分析

作为迭代算法的拓展形式,深度展开可从优化理论的角度分析解的收敛性. LISTA的收敛

性研究主要围绕参数耦合关系、误差递减速率及支撑选择等开展. Chen等[192]指出, LISTA中

逐层学习得到的权重矩阵渐近满足如下耦合关系

𝑾𝑘
2 = 𝑰 −𝑾𝑘

1𝑨. (11.15)

基于该耦合关系,式 (11.11)对应的展开网络形式可进一步简化为

𝒙𝑘+1 = S𝜃𝑘 (𝒙𝑘 − (𝑾𝑘 )𝑇 (𝑨𝒙𝑘 − 𝒚)). (11.16)

定理 11.1 设 𝒙∗ ∈ {𝒙 ∈ R𝑛 | ∥𝒙∥0 ≤ 𝑠, ∥𝒙∥∞ ≤ 𝐵},且 ∥𝜼∥1 ≤ 𝜎. 若 𝑨满足相应相干性条件,且

稀疏度 𝑠足够小,则存在参数序列 {𝑾𝑘 , 𝜃𝑘 }𝐾−1
𝑘=0 ,使得式 (11.16)在初始值 𝒙0 = 000下生成的迭代

序列满足

∥𝒙𝑘 − 𝒙∗∥2 ≤ 𝑠𝐵 exp(−𝑐𝑘) + 𝐶𝜎, (11.17)

其中, 𝑐 > 0和 𝐶 > 0是仅依赖于线性算子 𝑨和稀疏度 𝑠的常数.

该定理表明, 在适当参数选择下, LISTA 能够产生线性收敛的迭代序列, 并在噪声存在时

收敛到由噪声水平控制的误差邻域. 相比之下,传统 ISTA算法通常仅能达到次线性收敛速度.

不过, 上述结论本质上属于存在性结果, 即存在一组最优参数可实现收敛加速, 但这并不意味

着通过经验训练得到的参数必然满足该收敛性质.

进一步, Chen 等[192]提出了带支撑选择的改进模型 LISTA-SS (LISTA with support selec-

tion),其迭代形式为

𝒙𝑘+1 = Sss
𝑝𝑘 ,𝜃𝑘

(𝒙𝑘 − (𝑾𝑘 )𝑇 (𝑨𝒙𝑘 − 𝒚)), (11.18)
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11.3 参数学习型方法

其中, Sss
𝑝𝑘 ,𝜃𝑘

(·) 表示带支撑选择的阈值算子,其支撑保留比例通常按下式确定

𝑝𝑘 = min{𝑝 · 𝑘, 𝑝max}. (11.19)

定理 11.2 在与式 (11.17)对应定理相同的条件下,存在参数序列 {𝑾𝑘 , 𝜃𝑘 }𝐾−1
𝑘=0 ,使得式 (11.18)

在在初始值 𝒙0 = 000且支撑保留比例 𝑝𝑘 按式 (11.19)选取时,生成的迭代序列满足

∥𝒙𝑘 − 𝒙∗∥2 ≤ 𝑠𝐵 exp
(
−
𝑘−1∑
𝑖=0

𝑐𝑖

)
+ 𝐶𝜎, (11.20)

其中, 𝑐𝑖 ≥ 𝑐对所有 𝑖成立,且 𝐶 ≤ 𝐶. 在附加信噪比条件下,当 𝑖足够大时,还可满足 𝑐(𝑖) > 𝑐和

𝐶 < 𝐶.

该定理验证了支撑选择能够改善 LISTA的收敛常数, 从而提升有限层展开网络的求解效

率. 此外, Liu等[193]提出了 ALISTA (analytic LISTA),将带支撑选择的 LISTA进一步简化为

𝒙𝑘+1 = Sss
𝑝𝑘 ,𝜃𝑘

(𝒙𝑘 − 𝛾𝑘𝑾𝑇 (𝑨𝒙𝑘 − 𝒚)), (11.21)

其中,矩阵𝑾可预先固定且与训练数据无关,这显著减少了可学习的参数量,同时保持了LISTA

类深度展开的线性收敛特性. 在此基础上, Chen 等[194]引入动量项对模型进行改进, 提出 Hy-

perLISTA,其迭代形式为

𝒙𝑘+1 = Sss
𝑝𝑘 ,𝜃𝑘

(𝒙𝑘 − 𝛾𝑘𝑾𝑇 (𝑨𝒙𝑘 − 𝒚) + 𝛽𝑘 (𝒙𝑘 − 𝒙𝑘−1)). (11.22)

值得说明的是, HyperLISTA在特定参数配置下可实现超线性收敛. 除此之外,还有很多 LISTA

变体, 例如, Step-LISTA[195]从步长自适应设计角度对 LISTA 结构进行改进, GLISTA[196] 则通

过引入门控机制增强展开结构的特征表达能力. 限于篇幅,这里不再逐一赘述.

11.3.3 泛化性分析

作为一类由迭代算法展开得到的神经网络,深度展开需重点刻画其泛化误差. 与固定参数

的迭代误差分析不同,泛化性分析主要考察由有限训练样本学习得到的展开网络,能否在总体

数据分布上保持稳定的求解性能. 设训练集为 𝑆 = {( 𝒚̃𝑖, 𝒙𝑖)}𝑁𝑖=1, 其中, 样本满足独立同分布假

设. 对于展开网络 ℎ,定义其经验误差 𝐿𝐸 (ℎ) 分别为

𝐿𝐸 (ℎ) =
1
𝑁

𝑁∑
𝑖=1

ℓ(ℎ( 𝒚̃𝑖), 𝒙𝑖), (11.23)

其中, ℎ( 𝒚̃𝑖) 表示展开网络以观测数据 𝒚̃𝑖 为输入时输出的重建结果, 𝒙𝑖 为对应的清晰图像, ℓ(·)
表示逐样本损失函数, 𝑁 表示训练样本数量. 同理,总体误差 𝐿𝑃 (ℎ) 为

𝐿𝑃 (ℎ) = E[ℓ(ℎ(𝒚), 𝒙)] . (11.24)
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于是,泛化误差定义为

Gen(ℎ) = |𝐿𝑃 (ℎ) − 𝐿𝐸 (ℎ) |. (11.25)

Behboodi 等[197]讨论了一类模型驱动展开网络的泛化误差行为. 与 LISTA 直接假设目标

信号本身稀疏不同,该工作假设待恢复信号在某个正交字典下具有稀疏表示. 对应的展开网络

与 LISTA相近,但字典参数由数据学习并在各层之间共享,因此其泛化分析还依赖于测量矩阵

和字典结构的相应条件. 其代表性结论可概括为如下定理.

定理 11.3 设 𝑨的谱范数有界且 ∥𝒙∗∥2 有界,则 𝐾 阶段的 LISTA展开网络的泛化误差在高概

率下满足

Gen(ℎ) ≤ 𝑂
(√

𝑚𝑛 log𝐾 + 𝑛2 log𝐾
𝑁

)
. (11.26)

该定理揭示了 LISTA类展开网络的泛化误差仅与展开网络阶段数 𝑘 呈对数关系,而传统

神经网络的泛化误差随层数呈指数增长,这说明在相应假设条件下,深度展开网络在泛化行为

上具有一定优势. 需要指出的是,式 (11.26)仍然显式依赖维度 𝑚 和 𝑛,且尚未直接刻画稀疏度

对泛化能力的影响,因此该类结果仍有进一步细化的空间. 此外, Schnoor等[198]的研究进一步

验证, 软阈值非线性操作在保障深度展开网络泛化性能中起着关键作用. 通过合理选取参数,

泛化误差会随网络层数增加而衰减,而标准 ReLU网络并不存在此特性.

11.3.4 近期进展

相关研究热点从结构构造与收敛加速,逐渐延伸至训练优化、稳定性约束、初始化策略及

理论分析等方向. Shah等[199]从训练优化角度,分析了采用平滑软阈值算子的有限层 LISTA展

开网络,在过参数化、适当初始化和网络宽度条件下,经验损失在初始化邻域内可满足修改后

的 Polyak-Łojasiewicz 性质, 从而为梯度下降达到低训练误差提供理论依据. Hadou 等[200]通

过逐层下降约束构造随机下降展开网络, 分析了其在未见样本上的收敛性与鲁棒性. Kouni

等[201]将延续策略 (continuation) 用于关键结构量的热启动初始化, 以改善过参数化深度展开

的泛化表现. Chen等[202]则通过引入历史梯度信息增强网络各阶段间的信息传递效率,提出深

度记忆展开网络 (DeMUN),进一步提升了反问题求解性能. 此外, Sucker等[203]首次利用 PAC

(probably approximately correct) 贝叶斯理论, 为深度展开提供了严格的泛化性能保证. Samb-

harya等[204]在此基础上给出了更紧的泛化误差界,并提出了数据驱动的计算方法. 值得说明的

是, 现有研究结论多聚焦于 LISTA 类展开网络, 针对更一般结构展开网络的研究仍较为匮乏,

相关理论支撑也有待完善.
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11.4 结构学习型方法

结构学习型方法不再局限于学习迭代参数,而是将近端映射、变换算子及正则结构等设计

为可学习的模块,从而增强了深度展开对复杂图像先验的表达能力.

11.4.1 基于 ISTA的深度展开

Zhang等[140]通过卷积神经网络 (convolutional neural network, CNN)构造可学习的非线性

变换及其逆变换,以替代传统 ISTA中依赖固定稀疏变换和软阈值算子的近端映射. 该方法称

为 ISTA-Net,其第 𝑘 个阶段迭代表达式为
𝒓𝑘+1 = 𝒙𝑘 − 𝜌𝑘𝑨𝑇 (𝑨𝒙𝑘 − 𝒚),

𝒙𝑘+1 = F̃ 𝑘 (S𝜃𝑘 (F 𝑘 (𝒓𝑘+1))),
(11.27)

其中, 𝜌𝑘 为可学习步长, F 𝑘 (·) 与 F̃ 𝑘 (·) 分别表示前向变换与逆变换模块, 𝜃𝑘 为可学习阈值参

数. 由式 (11.27)可知, ISTA-Net的变化并不在于放弃 ISTA的基本迭代框架,而在于将 ISTA中

的显式近端映射替换为由可学习变换、阈值收缩与逆变换共同构成的阶段模块. ISTA-Net的

整体展开形式如图 11.2所示,记号略有不同.

图 11.2: ISTA-Net展开网络结构示意图[140]

对比 LISTA与 ISTA-Net不难发现, LISTA主要针对基础的稀疏恢复任务, 核心是学习线

性迭代参数以加快算法收敛. 而 ISTA-Net 则针对图像压缩感知重建任务, 核心是将近端映射

本身网络化,以增强对复杂图像先验的表达能力. 此外,在网络结构设计方面,两者差异同样显

著. LISTA采用全连接网络架构, ISTA-Net则选用卷积神经网络,因此 ISTA-Net不仅运算效率

更高,在泛化性能上也更具优势.

ISTA-Net 为后续结构学习型方法提供了重要借鉴, 在此基础上, 各类改进版本不断涌现.

例如, FISTA-Net[205]利用 FISTA 中的动量外推思想, 以提升展开网络的收敛速度和重建效率.
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ISTA-Net++[141]针对不同压缩率下的重建需求, 引入动态展开以增强模型的多采样率适应能

力. OPINE-Net[206]则将采样矩阵学习与图像重建过程联合建模,进一步拓展了 ISTA类展开方

法在压缩感知成像中的应用形式. 尽管这些改进方法取得了优异的性能表现,但相关的收敛性

分析与泛化性探讨仍较为匮乏.

11.4.2 基于 ADMM的深度展开

基于式 (11.7)所示的 ADMM迭代更新规则, Yang等[207]针对压缩感知磁共振成像 (mag-

netic resonance imaging, MRI)重建任务,将 ADMM的迭代过程展开为多阶段神经网络,提出了

深度 ADMM网络 (DeepADMM-Net). 每个迭代步骤对应网络中的一个阶段,其单阶段更新过

程可概括为 
𝒙𝑘+1 = R𝑘 (𝒛𝑘 , 𝒖𝑘 , 𝒚),

𝒛𝑘+1 = S𝜃𝑘 (𝑾𝑘𝒙𝑘+1 + 𝒖𝑘 ),

𝒖𝑘+1 = 𝒖𝑘 + 𝜂𝑘 (𝑾𝑘𝒙𝑘+1 − 𝒛𝑘+1),

(11.28)

其中, R𝑘 (·) 表示重建模块, 𝑾𝑘 表示可学习变换算子, 𝜃𝑘 和 𝜂𝑘 分别表示可学习阈值参数和对

偶更新参数. 相较于式 (11.7)的迭代, DeepADMM-Net不再固定变换算子、收缩函数和惩罚参

数,而是通过端到端训练对这些模块进行学习,既保留了变量分裂框架又增强了展开网络的表

达能力.

Shultzman等[208]表明 ADMM展开网络的泛化误差上界并不只由展开阶段数决定,还受到

各阶段权重矩阵范数、训练样本规模、数据分布以及软阈值的共同影响. 借助局部 Rademacher

复杂度,给出了网络的泛化误差界理论.

定理 11.4 考虑 𝑘 阶段 ADMM展开网络函数类H 𝑘 . 设训练集由 𝑚个独立同分布样本构成,损

失函数满足相应的 Lipschitz连续性假设,且各阶段权重矩阵范数有界,则其泛化误差满足

𝐺 (H 𝑘 ) ≤ 2𝐵𝑘E𝑆𝐺𝑘−1, (11.29)

其中, 𝐺 (H 𝑘 )表示函数类H 𝑘 的泛化误差上界, 𝐵𝑘 表示由第 𝑘 阶段权重范数及 ADMM更新参

数共同决定的上界系数, E𝑆 表示对训练样本集 𝑆取期望, 𝐺𝑘−1表示由前 𝑘 − 1个阶段递推得到
的复杂度上界项.

自 DeepADMM-Net提出以来, ADMM展开思想被广泛拓展至多个图像反问题领域. Yang

等[122]将此思想用于压缩感知重建,构建了基于ADMM的压缩感知网络 (ADMM-CSNet),在保

持模型可解释性的同时提升了压缩感知图像重建质量和推理效率. Kouni等[209]将 ADMM展

开与解析稀疏模型相结合,通过联合学习分析字典增强压缩感知重建中的先验表达,形成了基

于 ADMM的深度分析字典网络 (ADMM-DADNet),从而提升了分析稀疏模型在不同信号恢复

任务中的重构表现. An等[210]提出微分方程启发的加速线性化 ADMM展开网络, Hao等[211]提
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出长短期残差 ADMM压缩感知网络 (LSRA-CSNet).

总而言之,基于 ADMM的深度展开方法的主要特点在于继承了变量分裂和交替优化的模

块化结构. 相比主要围绕单变量梯度步和阈值映射展开的 ISTA-Net,这种 ADMM展开网络更

适合处理复合线性算子、复杂约束和多变量先验结构. 但受限于 ADMM算法引入乘子变量的

迭代更新,该类展开网络易出现参数规模偏大的问题.

11.4.3 基于 PDHG的深度展开

在深度展开方法中,原始-对偶框架代表了另一类重要的技术路线. 相应地,第 𝑘 个阶段的

原始-对偶展开网络可抽象写为 
𝒛𝑘+1 = Γ𝑘𝑑 (𝒛

𝑘 ,A(𝒙𝑘 ), 𝒚),

𝒙𝑘+1 = Γ𝑘𝑝 (𝒙𝑘 ,A∗(𝒛𝑘+1), 𝒚),

𝒙𝑘+1 = 𝒙𝑘+1 + 𝜔𝑘 (𝒙𝑘+1 − 𝒙𝑘 ),

(11.30)

其中, Γ𝑘𝑑 (·) 与 Γ𝑘𝑝 (·) 分别表示对偶更新模块和原始更新模块, 𝜔𝑘 表示可学习或可调的外推系

数. 与式 (11.10)所示的Chambolle-Pock型 PDHG迭代相比,主要区别在于, PDHG中的 prox𝜎𝐹∗

和 prox𝜏𝐺 是由优化模型确定的解析近端映射,而展开网络中的 Γ𝑘𝑑 和 Γ𝑘𝑝 则由卷积网络、残差

模块或其他可学习结构参数化.

相关工作最早可追溯到 Vogel等[212]提出的面向低层视觉问题的原始-对偶网络. 在图像反

问题求解领域, Adler等[213]提出的学习型原始-对偶重建方法 (learned primal-dual, LPD)是该方

向的代表性工作. 该方法针对 CT (computed tomography)重建任务,将原始-对偶算法展开为有

限阶段的深度网络,并将原始空间与对偶空间中的更新映射替换为卷积神经网络模块,同时在

网络内部嵌入前向算子及其伴随算子,从而保留成像物理模型的信息. LPD的更新过程可写为


𝜶𝑘+1 = Γ𝜗𝑑

𝑘
(𝜶𝑘 ,A(𝜷𝑘 ), 𝒚),

𝜷𝑘+1 = Λ𝜗𝑝
𝑘
(𝜷𝑘 ,A∗(𝜶𝑘+1)),

(11.31)

其中, 𝜶𝑘 和 𝜷𝑘 表示对偶特征和原始特征, Γ𝜗𝑑
𝑘
(·) 和 Λ𝜗𝑝

𝑘
(·) 分别表示对偶更新网络和原始更新

网络. 值得说明的是,由于该类方法同时涉及原始空间、对偶空间及线性算子作用下的多变量

耦合更新,引入可学习参数后的理论分析变得更为复杂,相关理论仍有进一步完善空间.

11.5 生成式驱动型方法

典型的生成式方法包括变分自编码器 (variational autoencoder, VAE)、生成对抗网络 (gen-

erative adversarial network, GAN)、流模型以及扩散模型[214]. 与前述结构学习型展开方法不同,
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生成式先验更注重对训练图像的整体数据分布与隐空间结构, 并将其用于修正中间重建结果.

从研究发展历程来看,生成式模型最初多作为先验直接参与图像反问题求解,随后逐步嵌入深

度展开结构,形成了以流模型与扩散模型为主的深度展开方法.

11.5.1 生成式先验的反问题求解

考虑如下数学模型

𝒙 = argmin
𝒙

1
2
∥𝑨𝒙 − 𝒚∥2

2 + RΘ(𝒙), (11.32)

其中, RΘ(𝒙) 表示由生成式模型学习得到的图像先验项, Θ为参数.

基于变分自编码器与生成对抗网络与的方法, 通过隐变量表示或生成映射约束待恢复图

像的可行解空间, 从而降低反问题的搜索维度. 例如, Bora 等[215]将压缩感知重建问题转化

为生成器隐变量的搜索问题, Peng 等[216]则从自编码器的表示角度探讨了反问题的求解思路,

González 等[217]进一步从贝叶斯后验最大化视角出发, 将自编码器先验引入反问题求解过程,

并通过图像变量与隐变量刻画生成式先验约束. 与之不同, 归一化流模型 (normalizing flow,

NF) 借助可逆映射特性与可计算的概率密度, 图像先验可通过 − log 𝑝Θ(𝒙) 嵌入最大后验估计
(maximum a posteriori, MAP)目标函数中,进而获得清晰的统计意义解释[218-219]. 此外,扩散模

型通过逐步加噪与反向去噪过程刻画图像分布, 可在反问题求解中作为生成式先验引导重建

结果逼近真实图像分布.此类方法通常利用预训练的扩散模型,在采样、去噪或迭代校正过程

中融入观测一致性约束,实现对退化图像的恢复. 典型代表包括扩散恢复模型 (DDRM)[220]、扩

散后验采样 (DPS)[221]以及去噪扩散零空间模型 (DDNM)[222].

图 11.3: 生成式驱动深度展开方法求解反问题的流程

然而,生成式模型的表示范围与生成流形约束会直接影响反问题的求解效果,过度依赖隐

空间可能带来表示误差[223]. 从贝叶斯反问题角度看,生成式先验对真实分布的近似误差,会进

一步影响重建结果的稳定性[224]. 因此,若仅将生成式先验作为外部约束使用,虽能提升图像分

布的表达能力,但难以充分挖掘观测模型、迭代更新与生成式先验三者之间的内在关联. 深度

展开方法恰好提供了一种阶段化建模框架,其具体求解流程可归纳为图 11.3.
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11.5.2 基于流模型先验的深度展开

Wei等[225]首次将深度展开与归一化流模型相结合并应用于图像去噪任务,随后针对更通

用的线性反问题,提出了基于归一化流模型先验的深度展开方法 (NF-Unfolding)[226]. 将归一化

流模型嵌入至展开近端梯度算法中,使得近端步骤不再局限于普通卷积网络的近似拟合,而是

通过可逆生成式模型提供显式的概率先验. 设归一化流模型的正向映射与逆映射分别表示为

𝜻 = 𝑓𝜓 (𝒙), 𝒙 = 𝑔𝜓 (𝜻), (11.33)

其中, 𝒙 表示图像空间变量, 𝜻 表示归一化流模型的隐空间变量, 𝜓 表示模型的可学习参数. 由

于归一化流模型具有可逆性,其概率密度函数可通过变量变换公式推导得出,即

log 𝑝𝜓 (𝒙) = log 𝑝𝜁 (𝜻) + log
����det

𝜕 𝑓𝜓 (𝒙)
𝜕𝒙

���� . (11.34)

在高斯噪声观测模型下,引入归一化流模型先验后的最大后验估计问题可表示为

𝒙 = argmin
𝒙

1
2𝜎2

𝑛

∥𝑨𝒙 − 𝒚∥2
2 − log 𝑝𝜓 (𝒙). (11.35)

NF-Unfolding并未在图像空间中直接求解,而是利用归一化流模型在图像空间与隐空间之

间的可逆映射特性,将近端更新操作转化至隐空间中执行,有效降低了计算复杂度.

第一步: 第 𝑘 个展开阶段,执行数据一致性更新

𝒙𝑘+1 = 𝒙𝑘 − 𝜇𝑘𝑨𝑇 (𝑨𝒙𝑘 − 𝒚), (11.36)

其中, 𝜇𝑘 为可学习步长.

第二步: 将得到的中间结果映射到隐空间,即

𝜻
𝑘+1

= 𝑓 𝑘+1
𝜓 (𝒙𝑘+1), (11.37)

并在隐空间中执行收缩形式的近端更新

𝜻 𝑘+1 =
𝜻
𝑘+1

1 + 𝜅𝑘+1 , (11.38)

其中, 𝜅𝑘+1为可学习收缩参数.

第三步: 通过归一化流模型的逆映射将优化后的隐变量映射回图像空间, 得到该阶段的

最终重建结果

𝒙𝑘+1 = 𝑔𝑘+1
𝜓 (𝜻 𝑘+1). (11.39)

通过上述多阶段迭代更新过程,即可构建基于归一化流模型先验的深度展开,其整体结构

如图 11.4所示,记号略有不同. 其中,数据一致性步骤负责约束重建结果满足观测模型,流模型
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11.5 生成式驱动型方法

近端步骤则先将中间重建结果映射到隐空间并进行收缩更新,再通过逆映射回到图像空间.

图 11.4: NF-Unfolding框架示意图[226]

除归一化流模型外, Ai等[227]针对高光谱图像压缩重建任务,通过条件流匹配生成式先验

表示, 并借助先验引导的 Transformer结构将其注入去噪模块, 从而增强空间-光谱细节恢复能

力. 综上,基于流模型先验的深度展开方法,能够在保留深度展开结构固有可解释性的基础上,

充分利用流模型对复杂图像分布的表达能力,有效提升深度展开网络的效果.

11.5.3 基于扩散模型先验的深度展开

Liao 等[228]针对图像压缩感知任务, 将预训练扩散模型引入深度展开架构, 提出了基于

扩散消息传递的深度展开网络 (diffusion message passing-based deep unfolding network, DMP-

DUN).设 𝑘 为扩散反向过程中的时间步长 (类似于迭代数),其迭代更新形式可表示为
𝒔𝑘 = 𝒙𝑘 − √

𝛼𝑘𝑨
𝑇 (𝑨𝒙𝑘 − 𝒚),

𝒓𝑘 = D𝑘 (𝒔𝑘 +
√
𝛼𝑘𝑜𝑘 (𝒖𝑘+1, 𝒉𝑘+1)),

𝒙𝑘−1 = P𝜃,𝑘 (𝒓𝑘 ),

(11.40)

其中, 𝒔𝑘 表示经过测量一致性校正后的中间变量, 𝒓𝑘 表示送入预训练扩散模型的中间状态,

D𝑘 (·) 表示高斯滤波校正算子, 𝑜𝑘 (𝒖𝑘+1, 𝒉𝑘+1) 表示与 Onsager 校正相关的项, P𝜃,𝑘 (·) 表示由
预训练扩散模型在时间步 𝑡 实现的一步反向扩散更新. 因此, DMP-DUN中的图像估计按照

𝒙𝑘 → 𝒔𝑘 → 𝒓𝑘 → 𝒙𝑘−1 (11.41)

逐步更新, 即先由观测模型进行数据一致性校正, 再形成扩散模型输入状态, 最后由预训练扩

散模型完成一步反向去噪更新.
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11.6 数值实验

为增强模型对复杂场景的适应,采用可学习步长参数 𝜂𝑘 代替原来的固定系数
√
𝛼𝑘 ,即

𝒔𝑘 = 𝒙𝑘 − 𝜂𝑘𝑨𝑇 (𝑨𝒙𝑘 − 𝒚). (11.42)

对于难以直接计算的算子 D𝑡 (·) 和 Onsager相关项 𝒐𝑡 (·),采用轻量残差模块进行近似拟合,即

{𝒓𝑘 , 𝒗𝑘−1} = HConv(H4-Res(HConv({𝒔𝑘 , 𝒗𝑘 }))), (11.43)

其中, HConv表示卷积层, H4-Res表示由四个残差结构组成的轻量网络模块, 𝒗𝑘 表示阶段间传递

的特征图. 随后, 𝒓𝑘 被送入预训练扩散模型,完成一步反向扩散更新. 图 11.5给出了 DMP-DUN

的阶段展开结构及整体图像重建流程,记号略有不同.
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Figure 4. The reconstruction process of our proposed DMP-DUN, where DMP step represents each iteration of Diffusion Message Passing
(DMP) with pre-trained Diffusion Model (i.e. pθ(xt−1 | rt)).

where div(·) represents the divergence and the term
[ut+1 divηt(ht+1)/M ] in AMP is referred to as the On-
sager term. If the denoiser ηt(·) is a black-box func-
tion such as a deep neural network, then its divergence
can be approximated through the method of Monte Carlo
approximation[35, 39], that is, by using g[ηt(ht+1 +εg)−
ηt(ht+1)]/ε to approximate divergence of ηt(·), where
g ∼ N (0, I) and ε → 0. Onsager term can decouple the
errors across iterations, resulting in the iterative formula that
approximately follows the following state evolution:

ht ∼ N (x, σ2
t I /δ)

σ2
t−1 = E

{
[ηt(ht)− x]2

} (3)

4.2. Diffusion Message Passing Algorithm
In this sub-section, we will elaborate how the Diffusion
Message Passing (DMP) algorithm embeds a pre-trained
diffusion model into its iterations to harness prior knowledge.

In the diffusion model[26, 46], for the original image x,
let αt ∈ R[0, 1] decrease with increasing t ∈ N, where
the scaling parameter α0 = 1. The forward diffusion
process start at x0 = x, and at the t-th step is given by
q(xt |xt−1) = N (

√
αt xt−1, (1 − αt) I). The parameter

αt = 0 when t = +∞, so at this time xt ∼ N (0, I). Un-
der the assumption that x0 is known, the denosing diffusion
model can obtain the reverse diffusion process as follows:

q(xt−1 |xt,x0) = N (µ̃t(xt,x0), β̃t I) (4)

where µ̃(xt,x0) =
1−ᾱt−1

1−ᾱt

√
αt xt +

1−αt

1−ᾱt

√
ᾱt−1 x0, β̃t =

1−ᾱt−1

1−ᾱt
(1− αt), and ᾱt =

∏t
i=1 αi. For x0 is unknown in

practical scenarios, diffusion model use pθ(xt−1 |xt) to ap-
proximate q(xt−1 |xt,x0), where θ represents the learnable
parameters in the network.

Assumption 2. The neural network pθ(xt−1 |xt) is a per-
fect denoiser, meaning pθ(xt−1 |xt) ≡ q(xt−1 |xt,x0).
Consequently, xt ∼ N (

√
ᾱt x, (1− ᾱt) I) for all t ∈ N.

Assumption 3. A perfect Gaussian filter exists and is
represented by Dt(·). The distribution q(Dt(dt)|dt) =
N (

√
ᾱt x, (1 −

√
ᾱt) I), where dt ∼ N (

√
ᾱt x, (1 −√

ᾱt) I /δ).

Based on the aforementioned description and consider-
ing the diffusion model as a denoiser, we can derive the
following theorem for our proposed DMP algorithm:

18003

图 11.5: DMP-DUN框架示意图[228]

近期, Wu等[229]针对快照光谱压缩成像任务, 利用隐空间扩散模型生成无退化先验, 并通

过三分支 Transformer 将其与空间-光谱特征结合, 提出了隐空间扩散先验增强深度展开方法

(LADE-DUN). Zheng 等[230]通过生成式先验模型获得紧凑先验表示, 再利用扩散模型推断该

表示并嵌入迭代重建过程, 提出了图像压缩感知的生成式先验扩散深度展开算法 (GPD-CS).

Wang 等[231]进一步将物理测量算子显式引入模块化网络结构, 提出了基于扩散先验与后验评

分学习的深度展开算法 (Diff-Unfolding).

需要指出的是,扩散模型与深度展开的融合策略虽能有效提升图像重建性能,却存在不可

忽视的局限性. 预训练扩散模型的引入会带来高昂的训练开销,大幅增加计算成本. 与之不同,

流模型依托轻量化的单一去噪流程,可有效压缩训练时长.
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11.6 数值实验

11.6 数值实验

本节对图像压缩感知重建中的代表性方法进行对比,包括迭代方法FISTA1、ADMM-BPDN2,

参数学习型方法 LISTA3,结构学习型方法 ISTA-Net+4、ADMM-CSNet5、LDAMP6,生成式驱

动型方法 DMP-DUN+7,以及生成式模型方法 ICTM8、DDNM9.

所有实验均在 Python环境下完成, RTX PRO 6000 GPU (96 GB显存)和 25 vCPU Intel(R)

Xeon(R) Platinum 8470Q处理器.

11.6.1 实验设置

为保障对比实验的公平性,所有对比方法均采用相同的测试图像、采样率及采样矩阵. 对

于所有深度展开方法, 训练数据参考 ISTA-Net 的公开数据集, 共计 88,912 张尺寸为 33 × 33
的自然图像块, 图像块向量化后维度为 𝑛 = 1, 089. 测试集选用 11张经典的灰度自然图像, 如

Monarch、Barbara等. 对于阶段数、去噪器或扩散时间步等,均采用公开代码或原文推荐配置.

11.6.2 实验结果

表 11.1汇总了各类对比方法在 50%、40%、25%、10%四种采样率下的峰值信噪比 (peak

signal-to-noise ratio, PSNR)、各采样率的平均指标及平均重建耗时, 表中最优结果以加粗形式

标注. 需要说明的是,迭代方法统计 CPU运行时间,深度学习方法统统计 GPU推理时间.

由实验结果可知,深度学习方法相较于迭代优化方法在重建精度上整体具有明显优势. 其

中, FISTA与 ADMM-BPDN的平均 PSNR分别为 26.54 dB和 26.46 dB,在 10%低采样率下均

下降到约 21 dB左右. 与之相比, LISTA的平均 PSNR提升至 28.84 dB,在 10%采样率下达到

24.96 dB,验证了通过训练数据学习迭代参数能够改善迭代方法的重建效果. 进一步, ADMM-

CSNet的平均 PSNR为 31.38 dB,平均 GPU重建时间为 0.0197 s,这表明将近端映射网络化后

不仅增强了图像结构表达能力,还能提高网络的计算效率.

一个有意思的发现, 单纯将生成式模型直接引入图像反问题求解框架, 并不一定带来性

能优势. 以流模型驱动的 ICTM为例, 其平均 PSNR仅为 29.73 dB,重建精度低于 ISTA-Net+、

1https://github.com/jeankossaifi/fista
2https://github.com/bwohlberg/sporco
3https://github.com/jianzhangcs/ISTA-Net-PyTorch
4https://github.com/jianzhangcs/ISTA-Net-PyTorch
5https://github.com/yangyan92/Pytorch_ADMM-CSNet
6https://github.com/ricedsp/D-AMP_Toolbox
7https://github.com/FengodChen/DMP-DUN-CVPR2025
8https://github.com/YasminZhang/ICTM
9https://github.com/wyhuai/DDNM
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11.6 数值实验

表 11.1: 各采样率与平均采样率的 PSNR比较

方法
采样率

平均 CPU/GPU
50% 40% 25% 10%

FISTA 30.81 28.74 25.48 21.13 26.54 0.0611/—
ADMM-BPDN 30.81 28.74 25.49 20.81 26.46 0.2520/—

LISTA 31.34 30.66 28.41 24.96 28.84 —/0.0258
ISTA-Net+ 36.82 35.17 31.40 26.39 32.44 —/0.0219

ADMM-CSNet 35.41 33.35 30.86 25.90 31.38 —/0.0197
LDAMP 38.54 36.87 33.00 25.09 33.38 —/0.1003
ICTM 33.84 32.07 28.73 24.27 29.73 —/0.0473

DDNM 35.56 33.48 29.61 22.95 30.40 —/0.1423
DMP-DUN+ 41.86 39.83 36.41 30.93 37.26 —/0.9141

ADMM-CSNet等主流深度展开模型. 相比之下, DMP-DUN+在四个采样率下均取得最高PSNR,

平均 PSNR达到 37.26 dB.该结果说明,生成式模型的优势并不只是来自先验模型本身,更关键

的是将生成式先验嵌入具有明确数据一致性结构的深度展开框架中, 使先验校正和数据一致

性更新能够协同作用. 尤其在 10%低采样率下, DMP-DUN+达到 30.93 dB,较 FISTA高出 9.80

dB,甚至比 50%采样率下的 FISTA还高一些. 需要注意的是,由于扩散模型训练时间较长,导

致 DMP-DUN+的平均重建时间达到 0.9141 s,高于其他对比方法.

图 11.6: Monarch图像在 50%采样率下的重建可视化对比

11.6.3 可视化分析

为观察不同方法在图像压缩感知重建上的差异,本章分别选取 50%采样率的 Monarch图

像与 25%采样率的 Barbara图像,开展可视化对比分析. 从图 11.6可以看出, FISTA与 ADMM-
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11.6 数值实验

BPDN的局部区域较为模糊,翅膀边缘和细小纹理难以完整恢复. ISTA-Net+与 ADMM-CSNet

虽有所改善, 但局部细节仍不够清晰. DMP-DUN+ 在放大区域中呈现出更清晰的边缘过渡和

局部纹理, 说明将生成式先验嵌入展开结构后有助于改善在低采样率下的细节恢复质量. 图

11.7 展示了各方法在规则纹理场景下的差异. Barbara 图像的围巾区域包含密集条纹, 对高频

纹理恢复要求较高. FISTA、ADMM-BPDN及 LISTA均出现一定纹理模糊, DDNM在局部放

大区域中也存在明显的纹理失真. 而 DMP-DUN+的周期纹理更接近真实图像,进一步验证了

该方法在图像恢复任务中的优势.

图 11.7: Barbara图像在 25%采样率下的重建可视化对比

进一步,图 11.8展示了 Barbara图像在 25%采样率下,不同展开阶段数对应的DMP-DUN+

重建结果. 可以看出,当展开阶段数从 1增至 4时,图像重建质量显著提升，PSNR指标由 28.82

dB提高至 34.13 dB.但若继续增加展开阶段数,重建性能反而出现下降. 事实上,深度展开通常

仅需设置 3–6个展开阶段即可取得最优重建效果,相比之下,传统迭代算法往往需要数百次甚

至上千次迭代才能收敛.

图 11.8: 25%采样率下 DMP-DUN+不同展开阶段数的重建结果对比
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11.6.4 参数量分析

除图像重建精度外,模型参数量也是衡量深度展开方法实际部署的重要因素. 如图 11.9所

示,横轴表示平均重建时间,纵轴表示平均 PSNR,气泡面积对应模型的参数量规模. 由对比结

果可见, LISTA的参数量偏高, 且平均 PSNR低于后续结构学习型展开方法. 相比之下, ISTA-

Net+ 与 ADMM-CSNet 则能够以轻量化模型规模, 获得较高的 PSNR 和较快的推理速度. 而

DMP-DUN+ 分布于图表右上角, 表明生成式先验的引入虽能获得最优重建精度, 但也伴随参

数量与推理耗时激增的问题.

图 11.9: 重建性能、时间开销与参数量比较

11.7 本章小结

本章针对图像处理中最基本的反问题,从参数学习型、结构学习型和生成式驱动型三个方

面, 系统梳理了相关方法的基本思想、代表性模型和实验表现. 综合来看, 深度展开方法通过

将优化算法的迭代过程转化为有限阶段的可训练网络,有效平衡了模型可解释性、重建质量与

计算效率的需求. 未来，图像反问题的深度展开求解仍有多个方向值得深入研究.

(1) 优化理论分析 现有理论结果多集中于 LISTA等结构相对清晰的模型,对于含卷积近端

模块、扩散先验或流模型先验展开网络,相关理论十分匮乏. 因此,亟需建立深度展开更

一般的收敛性、复杂性、误差界等理论,为图像反问题实际应用提供理论支撑.

(2) 二阶算法设计 半光滑牛顿驱动展开网络等近期工作表明,二阶优化算法同样具备作为

深度框架的潜力[232]. 相较于一阶算法,二阶算法可以带来更快的收敛速度. 因此,未来可

尝试将半光滑牛顿、子空间牛顿等融入深度展开,从而提升求解效率和收敛性能.

(3) 网络轻量化 将扩散模型引入深度展开, 虽能有效提升图像重建质量, 但也会大幅增加

计算开销与模型复杂度. 因此, 应进一步探索基于流匹配等快速生成策略的深度展开融
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合方案,并结合参数高效微调技术,研发兼具高性能与轻量化的架构.

(4) 视觉模型融合 Transformer、Mamba及视觉语言模型等新型视觉模型,为增强展开网络

的特征表征能力提供了全新思路. 例如, Song等[233]将 cross-attention Transformer嵌入压

缩感知展开过程, Chen等[234]则利用 CLIP先验实现医学图像恢复和分割.
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第 12章 基于大语言模型的优化问题求解方法

优化是支撑复杂系统决策问题的核心方法,在数学、计算机和管理等学科中具有重要的应

用价值. 传统优化方法高度依赖专家经验, 在面对大规模和多约束问题时往往难以高效求解.

近年来, 大语言模型 (large language models, LLMs) 的快速发展为突破上述瓶颈提供了新的研

究范式. 本章旨在对大语言模型驱动的优化方法进行综述. 首先,介绍了优化问题的定义和大

语言模型的原理;在此基础上,重点分析了大语言模型在模型构建、算法设计和方案验证等优

化问题求解流程中的作用.

12.1 引言

大语言模型凭借其超大规模的参数体系和高质量的训练数据, 在多任务场景下表现出强

大的泛化能力,标志着人工智能向通用智能迈出了重要步伐. 近年来,大语言模型在数学推理、

代码编程、算法设计和数据分析等多个复杂领域中展现出广阔的发展前景,为人工智能辅助科

学 (AI for Science)研究提供了全新思路. 在此背景下,大语言模型驱动的运筹优化得到了学术

界和工业界的广泛关注,涌现出一批代表性工作,如图 12.1所示. 大语言模型不仅减少了解决

问题所需的人力,还提高了解决方案的效率,在一定程度上重塑了运筹优化问题的研究路径.
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图 12.1: 时间发展图 (2022-2025)

优化问题的求解流程可归纳为三个步骤,即模型构建、算法设计和方案验证,如图 12.2所

示. 下文将具体分析大语言模型在各流程中的功能.



12.2 模型构建
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图 12.2: 优化问题求解流程

12.2 模型构建

模型构建是优化过程的基础环节,目标在于将自然语言描述的问题形式化为数学模型. 所

构建模型的质量在很大程度上影响后续算法选择和求解效率,并最终决定结果的准确性. 大语

言模型能够从自然语言中提取问题背景、目标函数和约束条件,并转化为数学公式表达. 围绕

该方向逐渐形成了两类主要研究路径: 提示方法和学习方法.

12.2.1 提示方法

提示方法通过设计专业的提示词,并利用多代理框架、检索增强生成 (retrieval-augmented

generation, RAG)等技术,在无需依赖大规模数据进行参数调整的情况下,引导大语言模型更有

效地完成任务,是自然语言处理中的一种典型研究范式. 该方法充分利用了大语言模型在预训

练过程获取的通用知识,在面对任务时仅凭提示词就能展现出强大的零样本或少样本能力. 提

示方法可以分为思维框架、代理框架和知识框架,如图 12.3所示.
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图 12.3: 提示方法三类框架示意图

(1)思维框架

思维框架旨在引导大语言模型进行有效推理, 从而提出更合适的解决方案, 包括思维链、

思维树和思维图. 虽然这些方法最初是为通用任务设计的,但也已成功地应用于模型构建. 受

NL4Opt竞赛启发, Tsouros等[235]开发了从数学建模到求解程序的完整框架. Wang等[236]提出
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12.2 模型构建

了一种结合思维链方法的递归动态温度参数策略, 能够获得更优的可行解. Liu等[237] 构建了

依据问题层次和复杂程度进行分类的建模思维树,将复杂问题分解为一系列的简单子问题.

(2)代理框架

大语言模型的代理框架通过将不同任务分配给由大语言模型扮演的多个代理 (如公式器、

代码器和评估器), 使得每个代理能够独立工作又互相配合. 为有效处理长描述和复杂数据问

题而避免冗长的提示词, Ahmaditeshnizi等[238] 设计了模块化代理框架 OptiMUS 0.2. 通过几个

代理之间的交叉验证并使用连接图独立处理目标函数和每个约束条件, 显著提升了大语言模

型数学建模的性能,该研究的工作流程如图 12.4所示. Hao等[239] 设计了多代理框架 LLMFP,

在 2个大语言模型在 9个任务上验证了有效性. 在多代理框架的基础上,研究人员引入更多机

制来提高大语言模型建模的能力. Xiao等[240] 采用前向思维构建和后向反思机制,提出了多代

理框架 CoE,用来协调代理间的任务. Mostajabdaveh等[241] 通过多个代理的投票机制改进决策

过程,提出了代理之间通过协作和竞争来对结果进行验证的策略,从而增强了模型对复杂问题

的建模能力. Astorga等[242] 结合蒙特卡洛树搜索 (Monte Carlo tree search, MCTS)开发了多代

理 Autoformulator, 并引入剪枝技术删除琐碎的等价公式. 针对代理框架高计算延迟与协同能

力不足, Berto等[243] 设计了并行自回归框架 PARCO,包含 Transformer通信层、多指针机制以

及基于优先级冲突处理,在路径规划、取送货和车间调等任务上展现出较好的性能.

图 12.4: OptiMUS工作流程[238]

(3)知识框架

检索增强生成技术,通过引入外部知识库为大语言模型提供额外的信息支撑,显著提升优

化求解的性能. 基于先前的多代理框架并引入检索增强生成技术, Jiang等[244]提出了约束分解

检索框架 DROC,能够分解复杂约束进而降低建模复杂度. Peng等[245] 通过将本地大语言模型

与特定领域的知识库结合,设计的框架在飞机表皮制造案例中成功应用,同时确保了数据隐私

和计算效率. 在结合少量样本提示和多代理协作机制的基础上, Liang 等[246] 引入检索增强生

成技术提出了 LEAN-LLM-OPT,能够高效解决包含长文本描述和外部数据输入的复杂优化问

题,在新加坡航空公司的实际业务中得到了验证.
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12.2 模型构建

12.2.2 学习方法

与提示方法不同,学习方法通过在预训练大语言模型的基础上进一步引入监督微调、强化

学习和参数高效微调等策略,使模型能够有效地适应特定任务和领域需求,如图 12.5所示.
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图 12.5: 学习方法三类框架示意图

(1)监督微调

在监督微调范式下,研究者围绕数据构建和训练策略展开了大量探索. Amarasinghe等[247]

提出的 AI Copilot 使用监督微调后的大语言模型进行建模, 通过设计 9 个子模块并应用提示

工程策略缓解大语言模型的 Token限制. 基于 NL4Opt数据集, Li等[248] 扩展了更多的问题描

述和约束类型,并利用扩展后的数据集对 ChatGPT和 Google Bard进行监督微调,提升了建模

准确率. Masoud等[249] 的研究展示了 GPT-3.5 Turbo微调模型在旅行商问题的有效性,并采用

自集成方法对解决方案改进. 除直接扩展数据集外, Yang 等[250] 设计了从数学模型到问题描

述的反向数据合成方法 ReSocratic,主要利用生成的数据集对多个开源模型进行训练. 类似地,

Huang等[251]在 ORLM中也介绍了其设计的数据合成方法 OR-INSTRUCT,从扩展与增强两种

策略构建用于微调的数据集: 前者通过扩展问题场景和类型提升数据覆盖范围,后者通过改写

目标函数与约束条件、重述问题和引入多种建模技术增强数据的多样性, 并在多个模型上性

能取得提升. Ma等[252] 在微调前引入对比学习 (contrastive learning, CL)作为预热阶段提出了

LLaMoCo,从而改善了微调过程的训练成本和稳定性.

(2)强化学习

在监督微调的基础上,引入强化学习策略以增强模型的鲁棒性. 针对大语言模型的幻觉现

象, Jiang等[253] 引入模型对齐 (Kahneman-Tversky optimization, KTO)与自校正机制,进而提出

了 LLMOPT,在涵盖健康、环境、能源和制造等 20个领域的 6个真实数据集上得到了验证. 无

独有偶, Zhou等[254] 提出的 DPLM同样采用两阶段方法进行模型训练: 第一阶段使用监督微

调,第二阶段使用直接偏好优化 (direct preference optimization, DPO)进行离线训练或使用组相

对策略优化 (group relative policy optimization, GRPO)进行在线训练,在动态规划问题的建模任

务中取得了较好的性能表现. 与之类似, Ding等[255] 采用监督微调和测试时分组相对策略优化
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12.3 算法设计

(test-time group relative policy optimization, TGRPO) 的方法构建了 OR-R1, 能够引导大语言模

型同时利用稀缺的标注数据和丰富的未标注数据进行有效训练.

(3)参数高效微调

考虑到监督微调需要更新全量参数,往往带来较高的时间开销和计算资源消耗,因此参数

高效微调得到了许多研究者的青睐, 其中 LoRA微调是当下应用最广泛的参数高效微调方法.

Lu等[256]通过采用抑制采样机制对合成数据进行验证与筛选的策略提出了 OptMATH,从而使

不同规模 (0.5B–32B)的 LoRA微调模型在多个任务中均表现出稳定的性能. Zhang等[257]借助

外部求解器进行辅助决策提出了 OptLLM,支持多轮交互式建模,显著提升了 LoRA微调后的

Qwen模型的建模准确率. Wu等[258] 通过复杂性进化和范围进化的双重策略指导大语言模型

生成高质量多样化数据,设计的 EVO-STEP-INDUCT在 Llama-3-8B与 Mistral-7B的 LoRA微

调实验中展示了问题结构化验证和逐步改进机制相结合的有效性.

提示方法充分发挥了大语言模型的推理能力,通过思维框架、代理框架和知识框架,使大

语言模型在无需或仅需极少训练的情况下即可完成优化问题的模型构建, 具有实现成本低和

部署灵活等优势,能够快速迁移至不同类型的优化任务. 学习方法则凭借高质量的数据合成策

略和多种训练机制,通过监督微调、强化学习和参数高效微调等策略,驱动大语言模型从数据

中学习建模规律,从而提升准确率和稳定性.

12.3 算法设计

算法设计是优化研究的关键环节,直接影响到问题求解的效率和精度. 传统方法通常依赖

专家进行设计, 其性能在很大程度上受经验影响. 为解决上述局限, 研究者开始尝试将大语言

模型引入自动算法设计过程,以提升算法生成的效率和质量. 这一趋势使得优化算法从由经验

驱动逐步迈向由大语言模型驱动生成,不仅降低了算法开发的门槛,也为构建通用的算法体系

提供了新的思路, 在各种经典优化问题上性能表现优异, 甚至优于专家设计的算法, 同时具备

较好的泛化性. 根据大语言模型在算法设计中所承担的角色,可将其划分为三类: 评估者、优

化者和设计者,如图 12.6所示. 本章主要回顾大语言模型在组合优化和连续优化两类问题算法

设计中的应用进展.

12.3.1 组合优化

在组合优化问题中, 大语言模型能够改进搜索策略, 还可与传统优化方法融合, 从而在算

法设计中发挥重要作用.

(1)评估者

评估者,指的是大语言模型作为优化过程中的辅助模块,用于进行算法评估和选择等环节.
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图 12.6: 算法设计三类角色示意图

Nie 等[259] 设计了基于大语言模型的求解器, 从历史优化轨迹中合成方向性反馈 (类似于传统

优化方法中的一阶导数信息),以在迭代过程中实现可靠的改进. Wu等[260] 提出了算法选择框

架 AS-LLM,引导大语言模型捕捉算法的结构和语义,通过给定问题和不同算法间的匹配程度

确定算法. 类似地, Li等[261] 结合图神经网络与大语言模型设计了 STRCMP,使得大语言模型

能够从组合优化问题实例中提取结构嵌入, 从而识别高性能的算法. 此外, Wu 等[262] 提出了

少样本性能预测提示框架 Hercules,对大语言模型生成算法与已有算法间的语义相似度进行分

析,实现了对启发式算法性能的快速评估.

(2)优化者

优化者,指的是大语言模型能够主动搜索、变异或交叉已有算法. Mao等[263] 引导大语言

模型对人工设计的节点评分函数进化, 生成的新函数在识别网络关键节点的决策任务展现出

良好的适应性. Yu等[264] 利用大语言模型和进化算法协同,开发的 AutoRNet用以设计鲁棒网

络. 也有研究引入微调等技术提升大语言模型改进算法的能力. 例如, Zhang等[265]采用了监督

微调和从编译器反馈中进行强化学习 (reinforcement learning from compiler feedback, RLCF)的

两阶段训练方式. Surina等[266] 则在结合进化搜索的基础上结合强化学习微调,驱动大语言模

型改进算法. Sartori等[267] 的两项研究展示了大语言模型在提升已有算法性能上的潜力,在 10

个经典算法 (包括元启发式、确定性和精确算法等)的实验中进行了验证.

(3)设计者

设计者,指的是大语言模型直接设计算法. Romera等[268]通过将预训练语言模型与系统评

估器结合, 设计的 FunSearch 能够实现函数空间的搜索, 在帽集问题 (cap set problem, CSP) 和

在线装箱问题 (online bin packing problem, OBPP)上取得了不错的效果,工作流程如图 12.7所

示. 此外, Liu 等[269] 提出了一种结合大语言模型与进化计算的框架 EOH, 旨在驱动模型自主

设计算法及其代码. 随后,该框架在多个领域得到扩展,如 Yao等[270] 提出的 MEOH也在旅行

商问题和在线装箱问题中展示了有效性. Ye等[271] 结合进化搜索和大语言模型反思机制设计

了 ReEvo,能够在启发式空间中进行高效探索. Dat等[272] 设计的 HSEvo则在算法稳定性与种
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群多样性之间实现了平衡,相较于 EOH展现出更高的稳定性,而在多样性上优于 FunSearch和

ReEvo. 为大语言模型提供统一的算法设计接口, Liu等[273] 提出了 LLM4AD,该框架能够生成

多类任务的求解算法. Yu等[274] 对算法设计中个体表示、变异算子和适应度评估三个关键组

件进行了深入分析, 并结合大语言模型和进化算法以设计启发式算法. Shi 等[275] 提出了启发

式元优化策略 MOH, 通过元学习自动构建多样化的算法, 在多种组合优化问题上展示了良好

的性能. 此外, Huang[276] 等将语言引导和数值评估结合提出了 CALM,并通过强化学习对大语

言模型进行微调,增强其生成启发式算法的质量.

图 12.7: FunSearch工作流程[268]

12.3.2 连续优化

在连续优化领域,大语言模型同样可以按照评估者、优化者和设计者的角色划分进行归纳.

在评估者中, Hao等[277] 将模型辅助选择任务公式化为分类问题或回归问题,利用大语言模型

基于历史数据评估新解的质量,进而提出了 LAEA.部分工作围绕优化者角色进行研究. Wang

等[278] 在约束型多目标优化框架 CMOEA-LLM中,提出了利用提示工程将解的目标值与约束

违反信息微调大语言模型的策略,使模型能够判断候选解质量并生成更优解. Van等[279] 设计

的 LLaMEA能够自动生成用于黑盒优化 (black-box optimization, BBO)问题算法. Brahmachary

等[280]提出了基于大语言模型的数值优化方法 LEO,在超音速喷嘴形状优化、热传递和风场布

局优化等多个工业工程问题上得到了可靠验证. 此外, Liu等[281] 将大语言模型作为多目标进

化算法的黑盒搜索算子提出了 MOEA与 D-LMO,驱动大语言模型生成候选解,进一步设计出

白盒算子以解释大语言模型的行为.

在算法结构确定之后, 参数配置在优化流程中同样至关重要, 直接影响算法的求解效率.

凭借对问题参数、约束条件和目标函数的理解能力, 大语言模型能够自动生成合理的参数方
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案,并在反馈回路中持续改善配置策略[282]. 相关研究表明,即使在搜索预算 (如算力、时间)受

限或数据稀缺的条件下,该方法仍可取得与传统调参方法相当甚至更优的性能[283]. 总体而言,

大语言模型在算法设计阶段通过承担评估者、优化者与设计者等多重角色,并扩展至参数配置

过程,在一定程度上缓解了优化算法对人工经验的依赖,在复杂组合优化与连续优化任务中展

现出良好的泛化性.

12.4 方案验证

方案验证是确保模型构建、算法设计符合实际需求的关键环节. 与传统优化相比,大语言

模型输出的模型和算法虽然具备高度自动化,但可能存在约束遗漏或逻辑不一致等问题. 因此,

建立高效的方案验证机制,是保障大语言模型驱动的优化可靠性的关键. 当前研究主要包括外

部验证、内部反思和代理协同三类方法,如图 12.8所示.

模型构建

方案验证

LLM

外部验证 自我反思 代理协同

算法设计

环境/求解器

模型或算法
评
价
指
标

模
型
或
算
法

LLM
模型或算法

代理1

代理3代理2

···
···

图 12.8: 三类验证方法示意图

12.4.1 外部验证

在外部验证阶段, 研究者普遍采用大语言模型与优化求解器的交互反馈或强化学习的奖

励信号作为校验机制,以评估生成方案. Chen等[284]聚焦于混合整数线性规划模型的可行性诊

断, 借助大语言模型与 Gurobi 求解器交互识别不可约不可行的问题子集, 开发的 OptiChat 能

够在建模层面完成自动纠错. 在研究的最新阶段, 外部验证机制进一步与强化学习深度结合.

Ma 等[285] 通过引入一种新颖的类强化学习奖励机制设计了 AutoDH, 该框架能够综合权衡方

案质量、时间成本以及调用大语言模型的经济开销,从而自适应选择专家设计或大语言模型生

成的启发式算法. Chen等[286] 将外部优化求解器作为奖励信号的来源,提出的 Solver-Informed

RL 能够引导大语言模型在强化学习过程中能够依据验证反馈持续改进问题求解策略. 此外,

Huang等[287] 通过启发式引导的前向搜索或与求解器对齐的后向推理策略生成有效的推理序

列,用于求解图组合优化问题.
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12.4.2 内部反思

内部反思方法致力于驱动大语言模型识别潜在错误, 并自动执行修复流程. Huang 等[288]

引入自我反思与调试的机制, 驱动大语言模型自动识别不一致的推理步骤并进行修正. Zhang

等[289] 提出的人工智能代理 OR-LLM-Agent,能够在沙箱环境中实现代码执行到错误纠正的自

主闭环. Fornies 等[290] 通过聚类分析与搜索空间反思相结合, 设计了多目标启发式反思进化

框架 REMoH, 能够引导大语言模型生成多样化、高质量的启发式算法. Chen 等[291] 提出了

HeuriGym,构建了由代码生成、环境执行、错误反馈的多轮迭代循环机制,图 12.9展示了该框

架的工作流程.

图 12.9: HeuriGym工作流程[291]

12.4.3 代理协同

在多智能体系统中,验证任务由专门代理负责,作为自动方案评估和代码可行性检查的独

立环节. 例如, Elhenawy等[292] 在视觉推理场景中验证了多模态多代理系统在组合优化任务中

的有效性. 通过知识集成和算法求解进行分层建模, Yuan[293] 等推出的 MA-GTS,从文本逐步

重构图结构,能够自适应地调用优化算法. Yang等[294] 设计的 HeurAgenix框架,验证了智能体

能够评估该框架下生成、进化后的启发式算法. 从人类思考方式中得到启发, Wang[295]等设计

了 ORMind,能够对大语言模型提出的求解方案进行多轮反思以达到最优. Lima等[296] 利用多

代理投票进行交叉验证的机制提出了 OptiTurst,构建了完整的方案评估流程.

总体而言,现有方案验证方法主要包括基于求解器的外部验证、基于模型一致性检查的内

部反思,以及基于多智能体分工的代理协同,共同构成了大语言模型驱动优化的验证体系.
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12.5 本章小结

本章系统梳理了大语言模型在优化领域中的最新研究进展,重点探讨了其在模型构建、算

法设计和方案验证中的关键作用. 总体而言, 大模型驱动的优化研究前景广阔, 期望本章内容

能为相关领域研究者提供有价值的参考与启示. 然而,该领域仍存在一些挑战性问题. 为此,本

章对其进一步的分析,并展望了未来的研究趋势.

(1) 新框架探索 尽管大语言模型在求解已有优化问题方面展现出一定能力,但在求解准确

率和稳定性方面仍存在不足,某些复杂数据集的准确率低于 50%. 此外,现有研究多局限

于中小规模数据集或局部性能提升, 难以处理百万变量工业级问题. 探索面向复杂决策

问题的全流程新框架,正逐渐成为大语言模型驱动优化的重要研究方向.

(2) 高质量数据集 大语言模型在面对数据规模庞大和任务复杂度较高的问题时,往往会出

现性能急剧下降甚至严重幻觉的问题. 现有的基准数据集主要来源于教科书, 难以充分

反映现实世界中更加复杂和类型多样的优化场景. 因此, 构建高质量并贴近真实应用的

基准数据集,有助于提升大语言模型在运筹优化任务中的性能.

(3) 数据隐私安全 工业数据通常具有高度敏感性,如交通物流中的道路信息和金融投资中

的交易记录, 这对基于云端的大语言模型在方案建模和应用开发构成了显著制约. 由于

数据外传可能引发隐私泄露, 探索不依赖云端大语言模型架构和隐私安全方法, 是推动

大语言模型在优化领域实际落地的关键.

(4) 多模态大模型 优化问题不仅涉及到文本刻画,还可能包含图像、表格等多种数据形式.

而依赖单一语言模型的方案在处理多类数据方面仍存在一定局限,从而限制了其在规划

任务中的表现. 设计基于多模态大模型的应用框架, 有望为复杂环境中的优化决策提供

更高效的解决思路.
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英文缩写对照表

压缩感知 compressed sensing, CS

主成分分析 principal component analysis, PCA

近端交替最小化 proximal alternating minimization, PAM

归一化互信息 normalized mutual information, NMI

物联网 Internet of Things, IoT

联邦学习 federated learning, FL

交替方向乘子法 alternating direction method of multipliers, ADMM

交替流形近端梯度法 alternating manifold proximal gradient method, AManPG

半光滑牛顿 semi-smooth Newton, SSN

入侵检测系统 intrusion detection system, IDS

接收者操作特征 receiver operating characteristic, ROC

曲线下面积 area under the curve, AUC

故障检测 fault detection, FD

独立成分分析 independent component analysis, ICA

偏最小二乘 partial least squares, PLS

费舍尔判别分析 Fisher discriminant analysis, FDA

典型相关分析 canonical correlation analysis, CCA

非负矩阵分解 nonnegative matrix factorization, NMF

平方预测误差 squared prediction error, SPE

核密度估计 kernel density estimation, KDE

故障检测率 fault detection rate, FDR

近邻分类器 𝑘-nearest neighbors, KNN

块匹配三维滤波 block matching 3D, BM3D

卷积神经网络 convolutional neural network, CNN

迭代收缩阈值算法 iterative shrinkage thresholding algorithm, ISTA

修正线性单元 rectified linear unit, ReLU

峰值信噪比 peak signal-to-noise ratio, PSNR

结构相似性 structural similarity, SSIM

光谱角度映射器 spectral angle mapper, SAM

离散余弦变换 discrete cosine transform, DCT

红外小目标检测 infrared small target detection, ISTD



鲁棒主成分分析 robust principal component analysis, RPCA

批归一化 batch normalization, BN

平均交并比 mean intersection over union, mIoU

支持向量机 support vector machine, SVM

支持矩阵机 support matrix machine, SMM

增广拉格朗日法 augmented lagrangian method, ALM

奇异值分解 singular value decomposition, SVD

近端梯度下降法 proximal gradient descent, PGD

大语言模型 large language models, LLMs

层归一化 layer normalization, LayerNorm

均方根归一化 root mean square layer normalization, RMSNorm

快速迭代收缩阈值法 fast iterative shrinkage thresholding algorithm, FISTA

原始-对偶混合梯度法 primal-dual hybrid gradient, PDHG

深度展开 deep unfolding, DU

即插即用 plug-and-play, PnP

全变差 total variation, TV

学习型迭代收缩阈值法 learned ISTA, LISTA

变分自编码器 variational autoencoder, VAE

生成对抗网络 generative adversarial network, GAN

归一化流模型 normalizing flow, NF

最大后验估计 maximum a posteriori, MAP

检索增强生成 retrieval-augmented generation, RAG

低秩适配 low-rank adaptation, LoRA

黑盒优化 black-box optimization, BBO

混合整数线性规划 mixed integer linear programming, MILP

*按文中第一次出现的先后顺序排列,仅列出部分
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