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非线性规划问题的数学模型

一般形式
min f(X)

s.t.
hi(X) = 0 (i = 1, · · · , m)

gj(X) ≥ 0 (j = 1, · · · , l)

X = (x1, · · · , xn)⊤ ∈ Rn 是 n 维欧氏空间中的点 (向量)
目标函数 f(X) 和约束函数 hi(X)、gj(X) 为 X 的实函数

有时也将非线性规划的数学模型写成

min f(X)
s.t. gj(X) ≥ 0 (j = 1, · · · , l)
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局部极小和全局极小

给定 X∗ ∈ Rn，如果存在某个 ε > 0，使所有与 X∗ 的距离小于 ε 的 X 都有
f(X) ≥ f(X∗)，则称 X∗ 为局部极小点，f(X∗) 为局部极小值

若对所有 X ̸= X∗ 且与 X∗ 的距离小于 ε 的 X 都有 f(X) > f(X∗)，则称
X∗ 为严格局部极小点，f(X∗) 为严格局部极小值

给定 X∗ ∈ Rn，如果对所有 X 都有 f(X) ≥ f(X∗)，则称 X∗ 为全局极小点，
f(X∗) 为全局极小值

若对所有 X ̸= X∗ 都有 f(X) > f(X∗)，则称 X∗ 为严格全局极小点，f(X∗)
为严格全局极小值

如将上述不等号取反向，即可得到极大点和极大值的定义
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必要条件

定理 1 设 f(X) 在 Rn 上有连续一阶偏导数，且在点 X∗ ∈ Rn 取得局部极
值，则必有函数 f(X) 在点 X∗ 处的梯度

∇f(X∗) =
(

∂f(X∗)
∂x1

,
∂f(X∗)

∂x2
, · · · ,

∂f(X∗)
∂xn

)⊤

= 0

称 X∗ 为稳定点或驻点

函数 f(X) 在某点 X 的梯度 ∇f(X) 必与函数过该点的等值面正交

梯度向量的方向是函数值增加最快的方向，而负梯度方向是减少最快的方向
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二次型

二次型是 X = (x1, · · · , xn)⊤ ∈ Rn 的二次齐次函数

f(X) = a11x
2
1 + 2a12x1x2 + · · · + annx2

n

=
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxixj

= X⊤AX

若 A 的所有元素都是实数，则称为实二次型

一个二次型唯一对应一个对称矩阵 A, 反之亦成立
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二次型

正定: f(X) = X⊤AX > 0

负定: f(X) = X⊤AX < 0

半正定: f(X) = X⊤AX ≥ 0

半负定: f(X) = X⊤AX ≤ 0

实二次型 X⊤AX 为正定的充要条件是 A 的左上角各阶主子式都大于零

实二次型 X⊤AX 为负定的充要条件是 A 的左上角顺序各阶主子式负正相间
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多元函数的泰勒 (Taylor) 公式

设 f(X) 在 X0 的某一邻域内有连续二阶偏导数，则在 X0 的泰勒展开式为

f(X) = f(X0) + ∇f(X0)⊤(X − X0) + 1
2

(X − X0)⊤∇2f(X̄)(X − X0)

⇕

f(X0 + P) = f(X0) + ∇f(X0)⊤P + 1
2

P⊤∇2f(X̄)P

⇕

f(X) =f(X0) + ∇f(X0)⊤(X − X0) + 1
2

(X − X0)⊤∇2f(X0)(X − X0)

+ o(∥X − X0∥2)
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充分条件

定理 2 设 f(X) 在 Rn 具有连续二阶偏导数，若 ∇f(X∗) = 0 且黑塞 (Hesse)
矩阵为

∇2f(X∗) =



∂2f(X∗)
∂x2

1

∂2f(X∗)
∂x1∂x2

∂2f(X∗)
∂x1∂x3

· · · ∂2f(X∗)
∂x1∂xn

∂2f(X∗)
∂x2∂x1

∂2f(X∗)
∂x2

2

∂2f(X∗)
∂x2∂x3

· · · ∂2f(X∗)
∂x2∂xn... ... ... ...

∂2f(X∗)
∂xn∂x1

∂2f(X∗)
∂xn∂x2

∂2f(X∗)
∂xn∂x3

· · · ∂2f(X∗)
∂x2

n


正定，则 X∗ 为 f(X) 严格局部极小点

若将 ∇2f(X∗) 正定改为负定，则 X∗ 为 f(X) 的严格局部极大点
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例 1

研究函数 f(X) = x2
1 − x2

2 是否存在极值点

分析 由极值点存在的必要条件求出稳定点
∂f(X)

∂x1
= 2x1,

∂f(X)
∂x2

= −2x2

令 f(X) = 0，即 2x1 = 0, −2x2 = 0, 得稳定点 X = (x1, x2)⊤ = (0, 0)⊤

再用充分条件进行检验

∇2f(X) =


∂2f(X)

∂x2
1

∂2f(X)
∂x1∂x2

∂2f(X)
∂x2∂x1

∂2f(X)
∂x2

2

 =
[
2 0
0 −2

]

由于黑塞矩阵 ∇2f(X) 不定，故 X = (0, 0)⊤ 不是极值点，而是鞍点
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凸函数和凹函数

设 f(X) 为定义在凸集 Ω 上的函数，若对任何实数 α (0 < α < 1) 以及 Ω 中
的任意两点 X(1) 和 X(2)，恒有

f(αX(1) + (1 − α)X(2)) ≤ αf(X(1)) + (1 − α)X(2)

则称 f(X) 为定义在 Ω 上的凸函数

若对每一个 α (0 < α < 1) 和任意两点 X(1) ̸= X(2) ∈ Ω，恒有

f(αX(1) + (1 − α)X(2)) < αf(X(1)) + (1 − α)X(2)

则称 f(X) 为定义在 Ω 的严格凸函数

反之可得到凹函数和严格凹函数的定义
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凸函数的性质

性质 1 设 f(X) 为定义在凸集 Ω 上的函数, 则对任意实数 β ≥ 0，函数
βf(X) 也是定义在 Ω 上的凸函数

性质 2 设 f1(X) 和 f2(X) 为定义在凸集 Ω 上的函数, 则这两个凸函数的和
f(X) = f1(X) + f2(X) 仍为定义在 Ω 上的凸函数

性质 3 有限个凸函数的非负线性组合 β1f1(X) + β2f2(X) + · · · + βmfm(X)
仍为凸函数

性质 4 设 f(X) 为定义在凸集 Ω 上的函数, 则对实数 β，集合 (称为水平
集) Sβ = {X | X ∈ Ω, f(X) ≤ β} 是凸集
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凸函数的判定

一阶条件 设 f(X) 为定义在凸集 Ω 上的可微函数，则 f(X) 是凸函数的充
要条件是: 对任意两点 X(1), X(2) ∈ Ω，恒有

f(X(2)) ≥ f(X(1)) + ∇f(X(1))⊤(X(2) − X(1))

二阶条件 设 f(X) 为定义在凸集 Ω 上的二阶可微函数，则 f(X) 是凸函数
的充要条件是: 对所有 X ∈ Ω 有

∇2f(X) ≥ 0

进一步，若 ∇2f(X) > 0, 则 f(X) 是 Ω 上的严格凸函数
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例 2

证明函数 f(X) = x2
1 + x2

2 为严格凸函数

分析 由二阶条件得到

∇2f(X) =


∂2f(X)

∂x2
1

∂2f(X)
∂x1∂x2

∂2f(X)
∂x2∂x1

∂2f(X)
∂x2

2

 =
[
2 0
0 2

]

因 ∇2f(X) 正定，故 f(X) 为严格凸函数
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凸函数的极值

设 f(X) 为定义在凸集 Ω 上的可微凸函数，如果存在点 X∗ ∈ Ω，使得对于
所有的 X ∈ Ω，都有

∇f(X∗)⊤(X − X∗) ≥ 0

则 X∗ 是 f(X) 在 Ω 上的最小点 (全局极小点)
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凸规划

考虑非线性规划
min f(X)
s.t. gj(X) ≥ 0 (j = 1, · · · , l)

若其中的 f(X) 为凸函数，gj(X) 全是凹函数，则称为凸规划

可行解集为凸集

最优解集为凸集 (假定最优解存在)
任何局部最优解也是全局最优解

若目标函数为严格凸函数且最优解存在，则最优解必唯一
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例 3

验证下式为凸规划

min f(X) = x2
1 + x2

2 − 4x1 + 4

s.t.


g1(X) = x1 − x2 + 2 ≥ 0
g2(X) = −x2

1 + x2 − 1 ≥ 0
g3(X) = x1 ≥ 0
g4(X) = x2 ≥ 0
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下降迭代算法

从初始点 X(0) 出发，按照一定的规则，先找一个比 X(0) 更好的点 X(1)，再
找比 X(1) 更好的点 X(2) . . . 如此继续就产生了一个序列 {X(k)}。若序列有
一极限点 X∗，即

lim
k→∞

∥X(k) − X∗∥ = 0

则称序列 {X(k)} 收敛于 X∗

对于极小化问题，序列 {X(k)} 对应的目标函数值 {f(X(k))} 应是逐步减小
的，即

f(X(0)) > f(X(1)) > · · · > f(X(k)) > · · ·
具有这种性质的算法称为下降迭代算法
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下降迭代算法的一般迭代格式

选取初始点: X(0)，令 k := 0

确定搜索方向: 若已得出某一迭代点 X(k)，且 X(k) 不是极小点。从 X(k) 出
发确定一搜索方向 P(k)，沿这个方向能找到使目标函数值下降的点

确定步长: 沿 P(k) 方向前进得新点 X(k+1)，即在由 X(k) 出发的射线

X = X(k) + λP(k), λ ≥ 0

上，通过选定步长 λ = λk，得下一个迭代点

X(k+1) = X(k) + λkP(k)

使得
f(X(k+1)) = f(X(k) + λkP(k)) < f(X(k))

检验是否最优: 如满足则停止，否则令 k := k + 1，返回第 (2) 步继续迭代
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下降迭代算法的一般迭代格式

步长应使目标函数值沿搜索方向下降最多，即

f(X(k) + λkP(k)) = min
λ

f(X(k) + λP(k))

这一过程称为(最优) 一维搜索或线搜索，由此确定的步长称为最佳步长

定理 3 设目标函数 f(X) 具有连续一阶偏导数，X(k+1) 按下述规则产生f(X(k) + λkP(k)) = minλ f(X(k) + λP(k))
X(k+1) = X(k) + λkP(k)

则有
∇f(X(k+1))⊤P(k) = 0
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终止迭代准则

根据相继两次迭代结果的绝对误差

∥X(k+1) − X(k)∥ ≤ ε1

|f(X(k+1)) − f(X(k))| ≤ ε2

根据相继两次迭代结果的相对误差

∥X(k+1) − X(k)∥
∥X(k)∥

≤ ε3

|f(X(k+1)) − f(X(k))|
|f(X(k))|

≤ ε4

根据函数梯度的模足够小

∥∇f(X(k))∥ ≤ ε5
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小结

非线性规划的数学模型

局部极小和全局极小

多元函数的极值点存在的条件

凸函数和凹函数

凸规划

下降迭代算法

课后作业: P183, 习题 6.10
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无约束极值问题

无约束极值问题可表述为
min f(X)

不要求函数的解析性质，仅利用函数值，称为直接法

利用函数的解析性质，如一阶导数或二阶导数，称为解析法

梯度法（最速下降法）

牛顿法
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梯度法

给定初始点 X(0)，令 k := 0

计算 f(X(k)) 和 ∇f(X(k)), 若 ∥∇f(X(k)∥2 ≤ ε，停止迭代，得近似极小点
X(k) 和近似极小值 f(X(k)); 否则，转下一步

做一维搜索
λk : min

λ
f(X(k) − λ∇f(X(k))

并计算 X(k+1) = X(k) − λk∇f(X(k)), 然后令 k := k + 1，转回第 (2) 步
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梯度法

设 f(X) 具有二阶连续偏导数，将 f(X(k) − λ∇f(X(k)) 在 Xk 作泰勒展开

f(X(k)−λ∇f(X(k))) ≈ f(X(k)) − ∇f(X(k))⊤λ∇f(X(k))

+ 1
2

λ∇f(X(k))⊤∇2f(X(k))λ∇f(X(k))

对 λ 求导并令其等于零，即可得近似最佳步长的计算公式

λk = ∇f(X(k))⊤∇f(X(k))
∇f(X(k))⊤∇2f(X(k))∇f(X(k))
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例 1

用梯度法求函数 f(X) = x2
1 + 5x2

2 的极小点, 取允许误差 ε = 0.7

分析 取 X(0) = (2, 1)⊤，计算

∇f(X(0)) = (4, 10)⊤, ∇2f(X) =
[
2 0
0 10

]

λ0 =

[
4 10

] [ 4
10

]
[
4 10

] [2 0
0 10

] [
4
10

] = 0.1124
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例 1

于是

X(1) =
[
2
1

]
− 0.1124

[
4
10

]
=
[

1.5504
−0.1240

]

此时

∇f(X(1)) =
[

3.1008
−1.2400

]

检查误差
∥∇f(X(1))∥2 = 11.1526 > ε

继续迭代直至满足误差 ε = 0.7
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牛顿法

考虑正定二次函数
f(X) = 1

2
X⊤AX + B⊤X + c

其中 A 为对称正定阵，B 和 X 为向量，c 为常数

假定极小点是 X∗，则必有

∇f(X∗) = AX∗ + B = 0

对任一点 X(0)，函数在该点的梯度

∇f(X(0)) = AX(0) + B

消去 B，得到 ∇f(X(0)) = AX(0) − AX∗, 由此解出

X∗ = X(0) − A−1∇f(X(0))
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例 2

用牛顿法求函数 f(X) = x2
1 + 5x2

2 的极小点, 取允许误差 ε = 0.7

分析 取 X(0) = (2, 1)⊤ 算出

∇f(X(0)) = (4, 10)⊤

A =
[
2 0
0 10

]
, A−1 =

[
1/2 0
0 1/10

]

X∗ = X(0) − A−1∇f(X(0))

=
[
2
1

]
−
[
1/2 0
0 1/10

] [
4
10

]
=
[
0
0

]

可知 X∗ 确实为极小点
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牛顿法

考虑一般 n 元实函数 f(X)，具有连续二阶偏导数，在 X(k) 附近取二阶泰勒
多项式逼近

f(X) ≈ f(X(k)) + ∇f(X(k))⊤∆X + 1
2

∆X⊤∇2f(X(k))∆X

其中 ∆X = X − X(k)

近似函数的极小点应满足一阶必要条件，即

∇f(X(k)) + ∇2f(X(k))∆X = 0

设 ∇2f(X(k)) 的逆阵存在，可得

X = X(k) − [∇2f(X(k))]−1∇f(X(k))
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牛顿法

为求 f(X) 的极小点，可令

−[∇2f(X(k))]−1∇f(X(k))

为搜索方向 (牛顿方向)，按下述公式进行迭代
P(k) = −[∇2f(X(k))]−1∇f(X(k))
λk : minλ f(X(k) + λP(k))
X(k+1) = X(k) + λkP(k)

这就是阻尼牛顿法 (广义牛顿法)，可用于求解非正定二次函数的极小点
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小结

梯度法

下降方向

搜索步长

牛顿法

正定二次函数

一般多元实函数

课后作业: P183, 习题 6.13
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约束极值问题

考虑约束极值问题
min f(X)
s.t. gj(X) ≥ 0 (j = 1, · · · , l)

将约束极值问题转化为无约束极值问题来求解，称为序列无约束极小化技术

罚函数法 (外点法)
障碍函数法 (内点法)
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罚函数法

构造函数

φ(t) =

0, 当 t ≥ 0
∞, 当 t < 0

将约束问题转化为无约束形式

min f(X) s.t. gj(X) ≥ 0 (j = 1, · · · , l) (1)

⇓

min f(X) +
l∑

j=1
φ(gj(X)) (2)

若 X∗ 是 (2) 的极小点，同时也是 (1) 的极小点
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罚函数法

但函数 φ(t) 在 t = 0 处不连续，更没有导数，于是将该函数做如下修改

φ(t) =

0, 当 t ≥ 0
t2, 当 t < 0

通过罚函数法转化为无约束问题

min P (X, M) = f(X) + M
l∑

j=1
φ(gj(X)) (3)

⇕

min P (X, M) = f(X) + M
l∑

j=1
[min(0, gj(X))]2 (4)

当罚因子 M 足够大时，(3) 和 (4) 的极小点也是 (1) 的极小点
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罚函数法

对于等式约束问题
min f(X)
s.t. hi(X) = 0 (i = 1, · · · , m)

采用以下形式的罚函数

min P (X, M) = f(X) + M
m∑

j=1
[hj(X)]2

对于一般非线性规划问题, 罚函数为

min P (X, M) = f(X) + M
m∑

j=1
[hj(X)]2 + M

l∑
j=1

[min(0, gj(X))]2
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罚函数法的迭代步骤

取第一个罚因子 M1 > 0，允许误差 ε > 0，并令 k := 1

求下述无约束极值问题的最优解

X(k) = arg min P (X, M)

若存在某一个 j (1 ≤ j ≤ l)，有

−gj(X(k)) > ε

或存在某一个 i (1 ≤ i ≤ m)，有

|hi(X(k))| > ε

则取 Mk+1 > Mk，并令 k := k + 1，转回第 (2) 步。否则，停止迭代
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例 1

用罚函数法求解
min f(x) = (x − 1/2)2

s.t. x ≤ 0
分析 构造罚函数

min P (x, M) = f(x) + M
l∑

j=1
[min(0, g(x))]2

= (x − 1/2)2 + M [min(0, −x)]2

对于固定的 M，令
dP (x, M)

dx
= 2(x − 1/2) − 2M [min(0, −x)] = 0

⇓
2(x − 1/2) − 2Mx = 0
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例 1

从而求得其极小点
x(M) = 1

2(1 + M)

当 M = 0 时，x(M) = 1/2
当 M = 1 时，x(M) = 1/4
当 M = 10 时，x(M) = 1/22
当 M → ∞ 时，x(M) → 0
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障碍函数法

考虑非线性规划
min f(X)
s.t. gj(X) ≥ 0 (j = 1, · · · , l)

取实数 rk > 0，通过障碍函数法转化为无约束问题

min P̄ (X, rk) = f(X) + rk

l∑
j=1

1
gj(X)

⇕

min P̄ (X, rk) = f(X) − rk

l∑
j=1

log(gj(X))

上式要求 gj(X) > 0
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障碍函数法的迭代步骤

取第一个障碍因子 r1 > 0，允许误差 ε > 0，并令 k := 1

构造障碍函数，障碍项可采用倒数函数，也可采用对数函数

求下述无约束极值问题的最优解 (满足内点要求)

X(k) = arg min P̄ (X, rk)

检查是否满足收敛准则

rk

l∑
j=1

1
gj(X)

≤ ε,

∣∣∣∣∣∣rk

l∑
j=1

log(gj(X))

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε

如果满足，则以 X(k) 为原约束问题的近似极小解，停止迭代; 否则取
rk+1 < rk，并令 k := k + 1，转回第 (3) 步
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例 2

用障碍函数法求解
min f(x) = x − 2
s.t. x ≥ 0

分析 构造障碍函数

P̄ (X, rk) = f(X) + rk

l∑
j=1

1
gj(X)

= x − 2 + rk

x

对于固定的 rk，令

dP̄ (X, rk)
dx

= 1 − rk

x2 = 0 ⇒ X = ±
√

rk
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例 2

令 rk → 0, 并考虑到约束条件，即可得该问题的极小点 X∗ = 0
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小结

罚函数法

罚函数

罚因子

障碍函数法

障碍函数

障碍因子

混合法

课后作业: P184, 习题 6.19，6.22(2)
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Q&A
Thank you!
感谢您的聆听和反馈


