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例 1

某厂利用集装箱托运甲、乙两种货物，每箱体积、重量、可获利润及托运限
制如下

项目 体积 重量 利润

甲 5 2 20
乙 4 5 10

托运限制 24 13

问两种货物各托运多少箱使利润最大
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例 1

设两种货物分别托运 x1, x2，建立数学模型

max z = 20x1 + 10x2

s.t.


5x1 + 4x2 ≤ 24
2x1 + 5x2 ≤ 13
x1, x2 ≥ 0

显然托运数量必须是整数，于是

max z = 20x1 + 10x2

s.t.


5x1 + 4x2 ≤ 24
2x1 + 5x2 ≤ 13
x1, x2 ≥ 0且取整数
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整数规划数学模型的一般形式

要求部分或全部决策变量必须取整数值的规划问题称为整数规划

max(min) z =
n∑

j=1
cjxj

s.t.


n∑

j=1
aijxj ≤ (≥, =) bi (i = 1, . . . , m)

xj ≥ 0 (j = 1, . . . , n)
xj中部分或全部取整数

若不考虑整数条件，由余下的目标函数和约束条件构成松弛问题

若松弛问题是一个线性规划，则称为整数线性规划
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整数规划数学模型的一般形式

纯整数线性规划 决策变量全部都必须取整数值

0-1 型整数线性规划 决策变量只能取值 0 或 1

混合整数线性规划 决策变量中一部分必须取整数值，另一部分可以不取

（中国邮递员问题）一个邮递员从邮局出发，要走完他所管辖范围内的每一条
街道，至少一次再返回邮局，如何选择一条尽可能短的路线
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例 2: 纯整数线性规划问题

某服务部门各时段（每 2h 为一时段）需要的服务员人数见下表。按规定，服
务员连续工作 8h（即四个时段）为一班

时段 1 2 3 4 5 6 7 8
服务员最少数目 10 8 9 11 13 8 5 3

现要求安排服务员的工作时间，使服务部门服务员总数最少
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例 2: 纯整数线性规划问题

设在第 j 时段开始时上班的服务员人数为 xj, 由于第 j 时段开始时上班的服
务员将在第 (j + 3) 时段结束时下班，故决策变量只需考虑 x1, x2, x3, x4, x5

数学模型为 min z = x1 + x2 + x3 + x4 + x5

s.t.



x1 ≥ 10
x1 + x2 ≥ 8
x1 + x2 + x3 ≥ 9
x1 + x2 + x3 + x4 ≥ 11
x2 + x3 + x4 + x5 ≥ 13
x3 + x4 + x5 ≥ 8
x4 + x5 ≥ 5
x5 ≥ 3
x1, x2, x3, x4, x5 ≥ 0且取整数

7 / 75



例 3: 0-1 型整数线性规划

现有资金总额为 B，可供选择的投资项目有 n 个，项目 j 所需投资额和预期
收益分别为 aj 和 cj (j = 1, . . . , n)。此外，还有 3 个附加条件
若选择项目 1 必须同时选择项目 2，反之，不一定
项目 3 和项目 4 中至少选择一个
项目 5、6、7 中恰好选择两个

应当怎样选择投资项目，才能使总预期收益最大

(提示) 每一个投资项目都有被选择和不被选择两种可能，令

xj =

1, 对项目j投资
0, 对项目j不投资
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例 3: 0-1 型整数线性规划

数学模型为

max z =
n∑

j=1
cjxj

s.t.



n∑
j=1

ajxj ≤ B

x2 ≥ x1

x3 + x4 ≥ 1
x5 + x6 + x7 = 2
xj = 0或1 (j = 1, . . . , n)
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例 4: 混合整数线性规划

工厂 A1 和 A2 生产某种物资，由于该种物资供不应求，故需要再建一家工
厂。相应建设方案有 A3 和 A4 两个。这种物资的需求地有 B1, B2, B3, B4 四
个。各工厂年生产能力、各地年需求量、各厂至各需求地的单位物资运费
cij (i, j = 1, 2, 3, 4) 如下

工厂 B1 B2 B3 B4 生产能力 (kt/年)
A1 2 9 3 4 400
A2 8 3 5 7 600
A3 7 6 1 2 200
A4 4 5 2 5 200

需求量 (kt/年) 350 400 300 150

工厂 A3 和 A4 的生产费用估计为 1200 万元或 1500 万元, 现要决定应该建
设工厂 A3 还是 A4，才能使今后每年的总费用最少
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例 4: 混合整数线性规划

设 xij 为由 Ai 送往 Bj 的物资数量

令

y =

1, 若建工厂A3

0, 若建工厂A4

目标函数包括物资总运费和新工厂生产费用，即

min z =
4∑

i=1

4∑
j=1

cijxij + [1200y + 1500(1 − y)]
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例 4: 混合整数线性规划

数学模型为
min z =

4∑
i=1

4∑
j=1

cijxij + [1200y + 1500(1 − y)]

s.t.



x11 + x21 + x31 + x41 = 350
x12 + x22 + x32 + x42 = 400
x13 + x23 + x33 + x43 = 300
x14 + x24 + x34 + x44 = 150
x11 + x12 + x13 + x14 = 400
x21 + x22 + x23 + x23 = 600
x31 + x32 + x33 + x34 = 200y

x41 + x42 + x43 + x44 = 200(1 − y)
xij ≥ 0 (i, j = 1, 2, 3, 4)
y = 0或1
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解的特点

整数线性规划问题

max(min) z =
n∑

j=1
cjxj

s.t.


n∑

j=1
aijxj ≤ (≥, =) bi (i = 1, . . . , m)

xj ≥ 0 (j = 1, . . . , n)
xj中部分或全部取整数

整数线性规划问题的可行解的集合不是凸集

整数线性规划问题的可行解一定是松弛问题的可行解，反之不一定

整数线性规划问题的目标函数值不会优于松弛问题
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例 5

求解整数线性规划问题

max z = 20x1 + 10x2

s.t.


5x1 + 4x2 ≤ 24
2x1 + 5x2 ≤ 13
x1, x2 ≥ 0且取整数
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例 5

考虑其松弛问题
max z = 20x1 + 10x2

s.t.


5x1 + 4x2 ≤ 24
2x1 + 5x2 ≤ 13
x1, x2 ≥ 0

最优解为 A(4.8, 0)，最优值 z = 96
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例 5

(设想一) 将松弛问题的最优解进行四舍五入，即 x1 = 5, x2 = 0

(设想二) 将松弛问题的最优解向下取整，即 x1 = 4, x2 = 0, z = 80

先求松弛问题再取整的方法虽然直观，却并不是求解整数规划的有效方法
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课堂练习 1

求解下述整数线性规划问题

max z = x1 + 4x2

s.t.


−2x1 + 3x2 ≤ 3
x1 + 2x2 ≤ 8
x1, x2 ≥ 0且取整数
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小结

整数规划的几种类型

纯整数线性规划

0-1 型整数线性规划
混合整数线性规划

解的特点

最优解不一定在顶点上达到

最优解不一定是相应线性规划的最优解“化整”的整数解

最优解不一定是相应线性规划最优解的临近点
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分支定界法

应用范围: 求解纯整数规划和混合整数规划问题

max(min) z =
n∑

j=1
cjxj

s.t.


n∑

j=1
aijxj ≤ (≥, =) bi (i = 1, . . . , m)

xj ≥ 0 (j = 1, . . . , n)
xj中部分或全部取整数

分支: 若松弛问题的最优解不符合整数要求，则将取值为非整数解之一的决
策变量取值分区，并入松弛问题中，形成两个分支松弛问题，分别求解

定界: 先求出其松弛问题的最优解，作为整数规划问题的最优目标函数值的
上界，同时选择任意整数可行解作为整数规划问题的最优目标函数值的下界
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例 1

求解下述整数线性规划问题 A

max z = 40x1 + 90x2

s.t.


9x1 + 7x2 ≤ 56
7x1 + 20x2 ≤ 70
x1, x2 ≥ 0
x1, x2整数
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例 1

先不考虑整数约束，即求解相应的松弛问题 B
max z = 40x1 + 90x2

s.t.


9x1 + 7x2 ≤ 56
7x1 + 20x2 ≤ 70
x1, x2 ≥ 0

最优解为 x1 = 4.81, x2 = 1.82，最优值为 z0 = 356
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例 1 (第一次迭代)

(定界) 问题 A 的最优目标函数值 0 ≤ z∗ ≤ 356

(分支) 在问题 B 的解中，首先注意其中一个非整数变量的解，如 x1 = 4.81。
于是对原问题 B 增加两个约束条件 x1 ≤ 4, x1 ≥ 5

问题 B1 的最优解为 x1 = 4.00, x2 = 2.10，最优值为 z1 = 349
问题 B2 的最优解为 x1 = 5.00, x2 = 1.57，最优值为 z2 = 341
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例 1 (第二次迭代)

(定界) 因 z1 > z2，故将 z 改为 349，即满足 0 ≤ z∗ ≤ 349

(分支) 因 z1 > z2，故先分解 B1 为两支

增加条件 x2 ≤ 2，称为问题 B3

增加条件 x2 ≥ 3，称为问题 B4

舍去 x2 > 2 与 x2 < 3 之间的可行域
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例 1 (第三次迭代)

继续对问题 B2 进行分解

增加条件 x2 ≤ 1，称为问题 B5

增加条件 x2 ≥ 2，称为问题 B6

舍去 x2 > 1 与 x2 < 2 之间的可行域
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例 1
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分支定界法解题步骤

以求解整数线性规划 (最大化) 问题为例，将要求解的整数线性规划问题称
为问题 A，将与它相应的松弛问题称为问题 B。
第一步: 求解问题 B，可能得到以下情况之一
若没有可行解，这时 A 也没有可行解，则停止
若有最优解，并符合整数条件，最优解即 A 的最优解，则停止
若有最优解，但不符合整数条件，记它的目标函数值为 z

第二步: 用观察法找问题 A 的一个整数可行解，一般可取

xj = 0 (j = 1, . . . , n)

求得其目标函数值 z，以 z∗ 表示问题 A 的最优目标函数值，这时有

z ≤ z∗ ≤ z
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分支定界法解题步骤

第三步 (分支): 在问题 B 的最优解中任选一个不符合整数条件的变量 xj，其
值为 bj，构造两个约束条件

xj ≤ ⌊bj⌋, xj ≥ ⌈bj⌉

分别加入问题 B，求两个后继规划问题 B1 和 B2

第四步 (定界): 以每个后继问题为一分支标明求解的结果，找出最优目标函
数值最大者作为新的上界。从已符合整数条件的各分支中，找出目标函数值
为最大者作为新的下界，若无可行解，z = 0

第五步 (剪支): 各分支的最优目标函数中若有小于 z 者，则剪掉这支 (用打
× 表示)，即以后不再考虑了。若大于 z，且不符合整数条件，则重复分支定
界。一直到最后得到 z∗ 为止，得最优整数解
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课堂练习 1

求解下述整数线性规划问题 A

max z = x1 + x2

s.t.


x1 + 9

14x2 ≤ 51
14

−2x1 + x2 ≤ 1
3

x1, x2 ≥ 0
x1, x2整数
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课堂练习 1（答案）

整数线性规划问题 A
max z = x1 + x2

s.t.


x1 + 9

14x2 ≤ 51
14

−2x1 + x2 ≤ 1
3

x1, x2 ≥ 0
x1, x2整数

对应的松弛问题 B
max z = x1 + x2

s.t.


x1 + 9

14x2 ≤ 51
14

−2x1 + x2 ≤ 1
3

x1, x2 ≥ 0
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课堂练习 1（答案）

解题的过程如下

31 / 75



小结

分支定界法

求解纯整数线性规划问题和混合整数线性规划问题

隐枚举法或部分枚举法

原理

“分支”为整数规划最优解的出现缩减了搜索范围

“定界”可以提高搜索的效率

分支定界法解题步骤

课后作业: P146, 习题 5.4
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0-1 变量的概念

0-1 变量是一种逻辑变量，表示系统处于某个特定状态或是否取某个方案

x =

1, 若选择决策方案P

0, 若不选择决策方案P

若多项要素 E1, . . . , En 中每项要素均有两种选择 Aj 和 Aj，则可令

xj =

1, 若Ej选择Aj

0, 若Ej不选择Aj

(j = 1, . . . , n)

若变量取多个整数值，则可以用一组 0-1 变量来取代该变量

x = 20x0 + 21x1 + 22x2 + 23x3 ≤ 9
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例 1 (相互排斥的约束条件问题)

工序 B 每周工时的约束条件

0.3x1 + 0.5x2 ≤ 150 (1)

工序 B 的新加工方式，对应的每周工时约束条件

0.2x1 + 0.4x2 ≤ 120 (2)

只能从两种加工方式中选择一种，则 (1) 和 (2) 就成为相互排斥的条件

如何将相互排斥的约束条件统一起来
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例 1 (相互排斥的约束条件问题)

引入 0-1 变量

y1 =

0, 若工序B采用原加工方式
1, 若工序B不采用原加工方式

y2 =

0, 若工序B采用新加工方式
1, 若工序B不采用新加工方式

相互排斥的约束条件 (1) 和 (2) 就可以通过下式统一起来
0.3x1 + 0.5x2 ≤ 150 + My1

0.2x1 + 0.4x2 ≤ 120 + My2

y1 + y2 = 1
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相互排斥的约束条件问题

一般地，若需要从 p 个约束条件
n∑

j=1
aijxj ≤ bi (i = 1, . . . , p)

中恰好选择 q (q < p) 个约束条件

引入 p 个 0-1 变量

yi =

0, 若选择第 i 个约束条件
1, 若不选择第 i 个约束条件

(i = 1, . . . , p)

通过下式就可以将所有约束条件统一起来
n∑

j=1
aijxj ≤ bi + Myi

p∑
i=1

yi = p − q
(i = 1, . . . , p)
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例 2 (固定费用问题)

有三种资源被用于生产三种产品，资源量、产品单件可变费用及售价、资源
单耗量及组织三种产品生产的固定费用见下表

资源 产品 I 产品 II 产品 III 资源量

A 2 4 8 500
B 2 3 4 300
C 1 2 3 100

单件可变费用 4 5 6
固定费用 100 150 200
单价 8 10 12

要求制定一个生产计划，使总收益为最大
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例 2 (固定费用问题)

设 xj 为生产第 j 种产品的产量 (j = 1, 2, 3)，引入 0-1 变量

yj =

1, 若生产第 j 种产品
0, 若不生产第 j 种产品

(j = 1, 2, 3)

max z = 8x1 + 10x2 + 12x3 −4x1 − 5x2 − 6x3 −100y1 − 150y2 − 200y3

s.t.



2x1 + 4x2 + 8x3 ≤ 500
2x1 + 3x2 + 4x3 ≤ 300
x1 + 2x2 + 3x3 ≤ 100
x1 ≤ M1y1

x2 ≤ M2y2

x3 ≤ M3y3

x1, x2, x3 ≥ 0且为整数
y1, y2, y3 = 0或1 39 / 75



例 3 (工件排序问题)

用 4 台机床加工 3 件产品, 各产品的机床加工顺序以及产品 i 在机床 j 上的
加工工时 aij 列于下表。由于某种原因，产品 2 的加工总时间不得超过 d

机床 1 机床 2 机床 3 机床 4
产品 1 a11 − a13 a14

产品 2 a21 a22 − a24

产品 3 − a32 a33 −

要求确定每件产品在机床上的加工方案，使在最短的时间内加工完全部产品
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例 3 (工件排序问题)

设 xij 表示产品 i 在机床 j 上开始加工的时间 i, j = 1, 2, 3

同一件产品在不同机床上的加工顺序约束, 即同一件产品在下一台机床上加
工的开始时间不得早于在上一台机床上加工的结束时间

产品 1: x11 + a11 ≤ x13 及 x13 + a13 ≤ x14

产品 2: x21 + a21 ≤ x22 及 x22 + a22 ≤ x24

产品 3: x32 + a32 ≤ x33
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例 3 (工件排序问题)

引入 0-1 变量

yj =

0, 先加工某件产品
1, 先加工另一件产品

(j = 1, 2, 3, 4)

每一台机床对不同产品的加工顺序约束, 即同一台机床，如已开始的产品加
工尚未结束，则不能开始另一件产品的加工

机床 1: x11 + a11 ≤ x21 + My1 及 x21 + a21 ≤ x11 + M(1 − y1)
机床 2: x22 + a22 ≤ x32 + My2 及 x32 + a32 ≤ x22 + M(1 − y2)
机床 3: x13 + a13 ≤ x33 + My3 及 x33 + a33 ≤ x13 + M(1 − y3)
机床 4: x14 + a14 ≤ x24 + My4 及 x24 + a24 ≤ x14 + M(1 − y4)
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例 3 (工件排序问题)

产品 2 的加工总时间约束 x24 + a24 − x21 ≤ d

全部产品实际加工结束时间

W = max{x14 + a14, x24 + a24, x33 + a33}

目标函数的线性表达式

min z = W

s.t.


W ≥ x14 + a14

W ≥ x24 + a24

W ≥ x33 + a33
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0-1 型整数规划的解法

若含有 n 个变量，则可以产生 2n 个可能的变量组合

max(min) z =
n∑

j=1
cjxj

s.t.


∑n

j=1 aijxj ≤ (≥, =) bi (i = 1, . . . , m)
xj ≥ 0 (j = 1, . . . , n)
xj = 0或1

隐枚举法: 只检查变量取值组合的一部分就能找到问题的最优解

过滤条件: 目标函数值优于计算过的可行解目标函数值

解题关键: 寻找可行解，产生过滤条件
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例 4

试用隐枚举法求解下述问题

max z = 3x1 − 2x2 + 5x3

s.t.



x1 + 2x2 − x3 ≤ 2 (1)
x1 + 4x2 + x3 ≤ 4 (2)
x1 + x2 ≤ 3 (3)
4x2 + x3 ≤ 6 (4)
x1, x2, x3 = 0或1 (5)
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例 4

求解过程具体如下

(x1, x2, x3) z 值 (1) (2) (3) (4) 过滤条件

(0, 0, 0) 0 ✓ ✓ ✓ ✓ z ≥ 0
(0, 0, 1) 5 ✓ ✓ ✓ ✓ z ≥ 5
(0, 1, 0) −2
(0, 1, 1) 3
(1, 0, 0) 3
(1, 0, 1) 8 ✓ ✓ ✓ ✓ z ≥ 8
(1, 1, 0) 1
(1, 1, 1) 6

最优解 X = (1, 0, 1)⊤，最优值 z∗ = 8
46 / 75



例 4

对于最大化问题，常按目标函数中各变量系数的由大到小排序，这样最优解
容易比较早发现

例 4 可以写成
max z = 5x3 + 3x1 − 2x2

s.t.



−x3 + x1 + 2x2 ≤ 2 (1)
x3 + x1 + 4x2 ≤ 4 (2)
x1 + x2 ≤ 3 (3)
x3 + 4x2 ≤ 6 (4)
x3, x1, x2 = 0或1 (5)
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例 4

求解具体过程如下

(x3, x1, x2) z 值 (1) (2) (3) (4) 过滤条件

(0, 0, 0) 0 ✓ ✓ ✓ ✓ z ≥ 0
(1, 0, 0) 5 ✓ ✓ ✓ ✓ z ≥ 5
(1, 1, 0) 8 ✓ ✓ ✓ ✓ z ≥ 8
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课堂练习 1

用隐枚举法求解下述 0-1 型整数规划问题

max z = 2x1 + x2 − x3

s.t.



x1 + 3x2 + x3 ≤ 2
4x2 + x3 ≤ 5
x1 + 2x2 − x3 ≤ 2
x1 + 4x2 − x3 ≤ 4
x1, x2, x3 = 0或1
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小结

0-1 变量的应用
相互排斥的约束条件问题

固定费用问题

工件排序问题

0-1 型整数规划的解法
隐枚举法

过滤条件

课后作业: P146, 习题 5.5
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目录

3.1 整数规划的数学模型及解的特点

3.2 分支定界法

3.3 0-1 型整数规划

3.4 指派问题
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典型的指派问题

指派问题: 若干项任务需要若干个人完成，如何分配任务使所需的成本最低

标准形式: n 个人 n 件事，第 i 个人做第 j 件事的费用为 cij，确定人和事之
间一一对应的指派方案，使完成 n 件事的总费用最小

记效率矩阵或系数矩阵为

C =


c11 c12 · · · c1n

c21 c22 · · · c2n
... ... ...

cn1 cn2 · · · cnn
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标准指派问题的数学模型

引入 n2 个 0-1 变量

xij =

1, 若指派第 i 人做第 j 事
0, 若不指派第 i 人做第 j 事

(i, j = 1, . . . , n)

则标准指派问题的数学模型为

min z =
n∑

i=1

n∑
j=1

cijxij

s.t.



n∑
i=1

xij = 1 (j = 1, . . . , n) (1)
n∑

j=1
xij = 1 (i = 1, . . . , n) (2)

xij = 0或1 (i, j = 1, . . . , n)

(1) 表示每件事必有且只有一个人去做, (2) 表示每个人必做且只做一件事
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例 1

某商业公司计划开办 5 家新商店，决定由 5 家建筑公司分别承建。已知建筑
公司 Ai (i = 1, . . . , 5) 对新商店 Bj (j = 1, . . . , 5) 的建造费用的报价 (万元)
为 cij (i, j = 1, . . . , 5)，具体如下

建筑公司 B1 B2 B3 B4 B5

A1 4 8 7 15 12
A2 7 9 17 14 10
A3 6 9 12 8 7
A4 6 7 14 6 10
A5 6 9 12 10 6

如果仅考虑节省费用，商业公司应当对 5 家建筑公司怎样分配建造任务，才
能使总的建造费用最少
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例 1

引入 0-1 变量

xij =

1, 当 Ai 承建 Bj 时
0, 当 Ai 不承建 Bj 时

(i, j = 1, . . . , 5)

则问题的数学模型为

min z = 4x11 + 8x12 + · · · + 10x54 + 6x55

s.t.



5∑
i=1

xij = 1 (j = 1, . . . , 5)
5∑

j=1
xij = 1 (i = 1, . . . , 5)

xij = 0或1 (i, j = 1, . . . , 5)
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例 1

系数矩阵为

C = (cij)5×5 =


4 8 7 15 12
7 9 17 14 10
6 9 12 8 7
6 7 14 6 10
6 9 12 10 6


其中一个 (可行) 解矩阵为

X = (xij)5×5 =


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1


指派问题有 n! 个可行解，且每行每列只有一个 1
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相关性质

性质 1: 若从指派问题的系数矩阵 (cij)n×n 的某行或某列各元素中分别减一
个常数 k, 得到的新矩阵与原矩阵有相同的最优解

性质 2: 位于不同行不同列的 0 元素称为独立 0 元素，那么 n 个独立 0 元素
取值为 1，其余元素取值为 0，是最优解

性质 3: 系数矩阵 (cij)n×n 中独立 0 元素的最多个数等于能覆盖所有 0 元素
的最少直线数
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解题思路

利用性质 1，能够将原系数矩阵变换为含有很多 0 元素的新系数矩阵，而最
优解保持不变

若能在新系数矩阵 (cij)′
n×n 中找出 n 个独立 0 元素，则令解矩阵 (xij)n×n 中

对应这 n 个独立 0 元素的元素取值为 1，其它元素取值为 0，此时目标函数

z = C ′X = 0

为最小值，因此 (xij)n×n 为含系数矩阵 (cij)′
n×n 的指派问题的最优解，也是

原问题的最优解
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步骤一: 变换系数矩阵

先对先对各行元素分别减去本行中的最小元素

C =


4 8 7 15 12
7 9 17 14 10
6 9 12 8 7
6 7 14 6 10
6 9 12 10 6


⇓

C′ =


0 4 3 11 8
0 2 10 7 3
0 3 6 2 1
0 1 8 0 4
0 3 6 4 0
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步骤一: 变换系数矩阵

再对各列元素分别减去本列中最小元素

C′ =


0 4 3 11 8
0 2 10 7 3
0 3 6 2 1
0 1 8 0 4
0 3 6 4 0


⇓

C′′ =


0 3 0 11 8
0 1 7 7 3
0 2 3 2 1
0 0 5 0 4
0 2 3 4 0


系数矩阵中每行及每列至少有一个零元素，同时不出现负元素
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步骤二: 确定独立 0 元素

从只有一个零元素的行开始，给这个 0 元素加圈，然后划去圈所在列的其它
0 元素，直到所有 0 元素都被画圈和划去为止

C′′ =


0 3 0 11 8
0 1 7 7 3
0 2 3 2 1
0 0 5 0 4
0 2 3 4 0
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步骤二: 确定独立 0 元素

若仍出现同行至少有两个 0 元素的，用试探法
从含有 0 元素最少的行开始，比较该行各 0 元素所在列中 0 元素的数目，
选择 0 元素少的那列的这个 0 元素加圈
然后划掉同行同列的其它 0 元素，直到所有 0 元素都被圈出和划掉为止

C′′ =


ϕ 3 ⊚ 11 8
⊚ 1 7 7 3
ϕ 2 3 2 1
ϕ 0 5 0 4
ϕ 2 3 4 ⊚
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步骤二: 确定独立 0 元素

画圈元素数目即为独立 0 元素数
若独立 0 元素有 n 个，则表示已确定最优指派方案

若少于 n 个，则转入下一步

C′′ =


ϕ 3 ⊚ 11 8
⊚ 1 7 7 3
ϕ 2 3 2 1
ϕ ⊚ 5 ϕ 4
ϕ 2 3 4 ⊚
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步骤三: 确定能覆盖所有 0 元素的最少直线数

对没有 ⊚ 的行打 ✓

对已打 ✓ 的行中，对 ϕ 所在列打 ✓

再对打有 ✓ 的列中含 ⊚ 元素的行打 ✓

重复上述两步直到找不出新的打 ✓ 的行、列为止

对没有打 ✓ 的行画一横线，有打 ✓ 的列画一纵线，得到覆盖所有 0 元素的
最少直线数

C′′ =


ϕ 3 ⊚ 11 8
⊚ 1 7 7 3
ϕ 2 3 2 1
ϕ ⊚ 5 ϕ 4
ϕ 2 3 4 ⊚


64 / 75



步骤三: 确定能覆盖所有 0 元素的最少直线数

C′′ =



...
· · · ϕ · · · 3 · · · ⊚ · · · 11 · · · 8 · · ·

...
⊚ 1 7 7 3 ✓
...

ϕ 2 3 2 1 ✓
...

· · · ϕ · · · ⊚ · · · 5 · · · ϕ · · · 4 · · ·
...

· · · ϕ · · · 2 · · · 3 · · · 4 · · · ⊚ · · ·
...

✓
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步骤四: 继续变换系数矩阵

在未被直线覆盖的元素中找出一个最小元素

打 ✓ 行中各元素都减去最小元素，出现新的 0 元素

C′′ =


0 3 0 11 8
0 1 7 7 3
0 2 3 2 1
0 0 5 0 4
0 2 3 4 0


⇓

C′′ =


0 3 0 11 8

−1 0 6 6 2
−1 1 2 1 0
0 0 5 0 4
0 2 3 4 0
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步骤四: 继续变换系数矩阵

打 ✓ 列中各元素都加上最小元素，消除负元素

C′′ =


0 3 0 11 8

−1 0 6 6 2
−1 1 2 1 0
0 0 5 0 4
0 2 3 4 0


⇓

C′′′ =


1 3 0 11 8
0 0 6 6 2
0 1 2 1 0
1 0 5 0 4
1 2 3 4 0
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步骤四: 继续变换系数矩阵

返回步骤二

C′′′ =


1 3 0 11 8
0 0 6 6 2
0 1 2 1 0
1 0 5 0 4
1 2 3 4 0


⇓

C′′′ =


1 3 ⊚ 11 8
ϕ ⊚ 6 6 2
⊚ 1 2 1 ϕ
1 ϕ 5 ⊚ 4
1 2 3 4 ⊚
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匈牙利解法

C′′′ 中已有 5 个独立 0 元素，故最优指派方案为

X =


0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1


A1 承建 B3，A2 承建 B2，A3 承建 B1，A4 承建 B4，A5 承建 B5

总建造费用为 7 + 9 + 6 + 6 + 6 + 6 = 34
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非标准形式的指派问题

最大化指派问题: 设最大化指派问题系数矩阵 C = (cij)n×n，其中最大元素
为 m。令矩阵 B = (bij)n×n = (m − cij)n×n，则以 B 为系数矩阵的最小化指
派问题和以 C 为系数矩阵的原最大化指派问题有相同最优解

人数和事数不等的指派问题: 若人少事多, 则添上一些虚拟的“人”。这些虚
拟的“人”做各事的费用系数可取 0, 理解为这些费用实际上不会发生。若人
多事少, 则添上一些虑拟的“事”。这些虚拟的“事”被各人做的费用系数同
样也取 0

一个人可做几件事的指派问题: 若某个人可做几件事, 则可将该人化作相同
的几个“人”来接受指派。这几个“人”做同一件事的费用系数当然都一样

某事一定不能由某人做的指派问题: 若某事一定不能由某个人做, 则可将相
应的费用系数取作足够大的数 M
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非标准形式的指派问题

为了保证质量, 舍弃建筑公司 A4 和 A5, 让技术较强的 A1，A2 和 A3 来承建，
但允许每家最多承建两家，求使总费用最少的指派方案

M =

 4 8 7 15 12
7 9 17 14 10
6 9 12 8 7


⇓

M′ =



4 8 7 15 12
4 8 7 15 12
7 9 17 14 10
7 9 17 14 10
6 9 12 8 7
6 9 12 8 7
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非标准形式的指派问题

为了使“人”和“事”的数目相同，引入一件虚事使之成为标准指派问题，
系数矩阵变为

M′′ =



4 8 7 15 12 0
4 8 7 15 12 0
7 9 17 14 10 0
7 9 17 14 10 0
6 9 12 8 7 0
6 9 12 8 7 0


用匈牙利解法以 M′′ 为系数矩阵的最小化指派问题

最优指派方案为 A1 承建 B1 和 B3，A2 承建 B2，A3 承建 B4 和 B5

总建造费用为 4 + 7 + 9 + 8 + 7 = 35
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课堂练习 1

用匈牙利法确定如下系数矩阵的最优指派方案

C =



3 6 2 6
7 1 4 4
3 8 5 8
6 4 3 7
5 2 4 3
5 7 6 2
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课堂练习 1（答案）

最优指派方案为

X =



0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0


最优值为 2 + 1 + 3 + 2 = 8
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小结

指派问题

匈牙利解法

非标准形式的指派问题

最大化指派问题

人数和事数不等的指派问题

一个人可做几件事的指派问题

某事一定不能由某人做的指派问题

课后作业: P147, 习题 5.8
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Q&A
Thank you!
感谢您的聆听和反馈


